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Le proprieta` delle interazioni forti risultano ben descritte dalla Cromodinamica
Quantistica (abbreviazione QCD). Questa teoria trova le basi nel modello a
quark, proposto da Gell-Mann alla fine degli anni ’60 [18]. Per giustificare la
struttura dei multipletti adronici osservati, questo modello prevede che barioni e
mesoni siano costituiti da particelle ancora piu` piccole, di spin 1/2, a cui viene
dato il nome quark. In particolare, i barioni sono stati composti di tre quark,
mentre i mesoni sono combinazione di un quark (q) ed un antiquark (q¯). Quando
Gell-Mann introdusse questo modello, il numero di quark allora ipotizzati era
tre: up, down e strange. Negli anni seguenti la scoperta di nuovi stati adronici
ha portato a sei il numero di quark conosciuti: ai tre detti in precedenza, vanno
aggiunti i quark “pesanti” charm, bottom e top.
Tuttavia, il modello non riusciva a spiegare le seguenti problematiche, tra cui :
• Perche´ i quark non si osservano liberi, ma solo nelle combinazioni qq¯, qqq,
q¯q¯q¯?
• Il barione ∆++, secondo il modello di Gell-Mann, risulterebbe composto
da tre quark up, con proiezione del momento angolare di spin 3/2 e con
momento angolare orbitale nullo (l = 0). In questo modo la funzione d’onda
dello stato ∆++ risulterebbe essere completamente simmetrica.
Come si concilia questa ipotesi con il teorema di spin-statistica?
Per risolvere questi problemi, venne attribuito ai quark un grado di liberta` ag-
giuntivo, il colore. Tale grado di liberta` si manifesta in tre possibili varieta` e vari
argomenti 1 hanno poi mostrato che la simmetria di colore del modello a quark e`
la SU(3)c. Venne inoltre ipotizzato che gli stati fisici osservabili fossero singoletti
di colore. Secondo quest’ultima ipotesi, solo le combinazioni qq¯, qqq, q¯q¯q¯ sono
stati osservabili, essendo singoletti di colore; i quark, invece, vivendo nella rap-
presentazione fondamentale di SU(3)c, non possono essere osservati direttamente.
Questa proprieta` dei quark e` nota come confinamento.
1 E` possibile trovare alcuni di questi nel testo [27].
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Introduzione
Agli inizi degli anni ’70 e` stato dimostrato, mediante calcoli perturbativi [20,
32], che la teoria di gauge non abeliana SU(3)c con Nf = 6 sapori di quark e` asin-
toticamente libera. Questo vuol dire che a piccole distanze (grandi energie) quark
e gluoni (che rappresentano i mediatori dell’interazione forte) si comportano es-
senzialmente come particelle libere, invece al diminuire dell’energia, fu trovato che
l’accoppiamento αs dell’interazione cresce e i metodi perturbativi non risultano
piu` validi. Questo suggerisce che la QCD dovrebbe prevedere il confinamento
dei quark ma, ad oggi, non esiste ancora una spiegazione rigorosa. Per studiare
le manifestazioni non perturbative della QCD, si sono sviluppati in questi anni
nuovi metodi di indagine, quali la teoria delle Lagrangiane chirali efficaci e le
simulazioni numeriche della QCD formulata su reticolo.
In questa tesi abbiamo investigato un aspetto che e` presente solo in QCD non
perturbativa, rappresentato dagli istantoni. Gli istantoni sono delle configura-
zioni di campo di gauge che soddisfano le equazioni euclidee classiche del moto
di Yang-Mills, ai quali e` associato un valore non nullo di carica topologica Q. La
loro importanza risiede nel fatto che, in approssimazione semiclassica, queste con-
figurazioni di gauge descrivono fenomeni di tunneling tra stati di vuoto classici
differenti. Si e` infatti trovato che la QCD ammette infiniti stati di vuoto classici,
a ciascuno dei quali e` associato un numero di winding ν, che e` un numero intero
positivo, negativo o nullo. Esistono, inoltre, particolari trasformazioni di gauge
non banali che consentono di transire da un vuoto classico ad un altro e queste
danno luogo appunto a configurazioni istantoniche. L’esistenza del tunneling ha






con θ variabile angolare. Come conseguenza di questa definizione, la funzione di
partizione della QCD, in teoria di pura gauge, diventa
Z(θ) =
∫
[DA] e−SYM−iθQ , (1)
ed e` essa stessa una funzione di θ. La presenza del termine θ ha conseguenze
importantissime. Da una parte, essendo Q pseudoscalare, le simmetrie P e T
sarebbero violate se θ fosse diverso da zero; dall’altra, la presenza del termine θ e`
fondamentale per risolvere il problema legato all’anomalia chirale U(1)A. Infatti,
Adler, Jackwin e Bell, agli inizi degli anni ’70, scoprirono che la quadri-divergenza
della corrente assiale jµ5 = ψ¯γ
µγ5ψ e` legata alla densita` di carica topologica q(x)
da ∂µj
µ
5 = 2Lq(x), con L numero di flavour leggeri nel limite chirale. Essendo
iv
la variazione di carica assiale ∆Q5 = 2LQ, ne segue che la non conservazione
della corrente assiale e` legata alla presenza di soluzioni di tipo istantonico nella
teoria. Fu proprio grazie alla rottura anomala della simmetria U(1)A che Witten
e Veneziano (utilizzando il limite di t’Hooft di grandi numeri di colori) riuscirono
a determinare la massa del mesone pseudoscalare η′. La massa di questo mesone













con V volume quadri-dimensionale. Se la dipendenza da θ sembra essenziale per
dare massa al mesone η′, d’altra parte evidenze sperimentali mostrano che le
interazioni forti sono invarianti per simmetria CP e suggeriscono che |θ| < 10−9.
Per questo motivo, la dipendenza da θ della QCD rappresenta una questione
ancora aperta delle interazioni forti. Per studiare le proprieta` topologiche e` utile
considerare la densita` di energia libera F (θ), legata alla funzione di partizione
nel seguente modo
Z(θ) ≡ e−V F (θ) . (3)
La densita` di energia libera, sviluppata in θ = 0, e` una funzione di potenze di θ2
a causa della simmetria per parita` e, solitamente, si trova scritta nella forma







4 + . . .
]
. (4)
I coefficienti χ, b2, b4, etc. dipendono dalla temperatura a cui si trova il sistema
e sono legati a vari cumulanti 〈Qn〉c della distribuzione di carica topologica. In
particolare, si puo` mostrare che se tutti i coefficienti b2n fossero nulli la distribu-
zione di carica topologica sarebbe una gaussiana. Quando si vuole determinare
l’energia libera bisogna tener conto della presenza del termine complesso e−iθQ
nella funzione di partizione. La presenza di una fase complessa impedisce infat-
ti di eseguire simulazioni numeriche dirette su reticolo. Un problema simile si
incontra anche nella QCD a potenziale chimico barionico finito, dove il determi-
nante fermionico della teoria diventa complesso. Una possibile soluzione a questo
problema si ottiene rendendo il potenziale chimico una quantita` puramente im-
maginaria e recuperando la dipendenza per valori reali tramite prolungamento
analitico.
Per studiare la dipendenza da θ, il metodo “standard” suggerisce di eseguire
simulazioni Monte Carlo a θ = 0 e utilizzare le opportune relazioni che legano χ
e b2n ai cumulanti, calcolati a θ = 0. Questo approccio e` stato usato in diversi
v
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lavori, sia a T = 0 che a T 6= 0 e tra questi citiamo [30, 5]. Ci si e` accorti,
pero`, che e` necessaria una grande statistica per stimare con grande precisione i
coefficienti di F (θ). Cos`ı, in questo lavoro di tesi abbiamo seguito un altro me-
todo, preliminarmente studiato nel lavoro [30]. Il nostro obiettivo e` stato quello
di determinare l’energia libera a T = 0 e ad un valore finito di temperatura.
L’approccio proposto in [30] si era gia` mostrato molto promettente e noi abbiamo
cercato di sfruttarne al massimo le potenzialita`. Il punto di partenza e` supporre
che l’energia libera sia una funzione analitica attorno alla regione θ = 0 e intro-
durre un parametro θ immaginario (θ = −iθi, con θi ∈ R ). In questo modo,
il termine e−iθQ diventa e−θiQ e lo si puo` considerare come facente parte di una
distribuzione di probabilita`. L’uso del “metodo del θ immaginario” e` molto con-
veniente perche´ rende possibile eseguire simulazioni numeriche anche per valori
di θ 6= 0. Cos`ı, l’idea e` quella di fissare diversi valori θi 6= 0 e, successivamente,
calcolare i coefficienti χ e b2n, una volta noti i cumulanti ai vari θi. Con la nostra
implementazione del metodo, si ottiene anche come vantaggio quello di poter fis-
sare la costante di rinormalizzazione Zq in un modo alternativo rispetto a quanto
fatto finora in letteratura. Visto che esistono questi due modi alternativi per
determinare l’energia libera, in questo lavoro abbiamo cercato di capire qual e` la
differenza sostanziale tra i due approcci e in quali regimi l’uno offra risultati piu`
precisi rispetto all’altro. Per trovare risposta a queste domande occorre valutare
diversi aspetti, tra cui lo sforzo computazionale richiesto da simulazioni a θ 6= 0 e
la statistica di misure ai vari θ. Per individuare la diversita` dei due metodi e` stato
molto utile elaborare dei modelli matematici che ci consentano di interpretare i
risultati trovati. Oggetto del nostro lavoro e` stato anche lo studio delle correzioni
di volume finito sul parametro b2 e infine la sua estrapolazione al limite continuo.
Per una migliore comprensione del lavoro svolto abbiamo organizzato la tesi
nel seguente modo:
• Il capitolo 1 si apre con alcuni richiami di Cromodinamica Quantistica e del
formalismo del path-integral, sia in Meccanica Quantistica che in Teoria dei
Campi. Successivamente, vengono introdotte la formulazione Euclidea della
QCD e la QCD su reticolo, metodo che ci consente di studiare i fenomeni
in modo non perturbativo. In particolare, avendo lavorato in teoria di pura
gauge, l’attenzione sara` principalmente rivolta alla formulazione reticolare
dell’azione di Yang-Mills e alle problematiche che sorgono quando si vuole
recuperare il limite continuo delle osservabili misurate su reticolo.
• Nel capitolo 2 vengono introdotti gli istantoni come traiettorie che descri-
vono fenomeni di tunneling tra vuoti classici e si definira` il vuoto θ in
vi
QCD. Una volta definito lo stato fondamentale della teoria, si vedra` come
il termine θ risolva il problema U(1)A, mediante il meccanismo di Witten e
Veneziano.
• Nel capitolo 3 vengono descritte alcune proprieta` dell’energia libera della
QCD, considerata come funzione del parametro θ, e quali sono le previsioni
teoriche sulla dipendenza da θ nel limite di grandi numeri di colori.
• Nel capitolo 4 e` riportato il nostro studio sulla dipendenza da θ in teo-
ria di pura gauge. Dapprima abbiamo spiegato i due metodi che abbiamo
adottato per determinare i coefficienti dell’energia libera e la costante di
rinormalizzazione Zq della carica topologica; i risultati ottenuti dalle simu-
lazioni numeriche sono distinti in due sezioni: T = 0 e T 6= 0. Oltre a
determinare i vari coefficienti, abbiamo elaborato un modello per estrapo-
lare il valore termodinamico di b2 per i due regimi di temperatura e poi
estrapolato b2 al limite continuo a T = 0. Nell’ultima sezione del capito-
lo abbiamo spiegato come mai un metodo risulta piu` efficiente per piccoli
volumi reticolari e l’altro fornisce, invece, stime molto piu` precise a grandi
volumi.
• Nel capitolo 5 abbiamo riassunto i risultati piu` significativi che sono emersi
da questo lavoro ed accennato ad alcuni approfondimenti che si potranno




1 Richiami di Cromodinamica
Quantistica
Le simulazioni numeriche, che sono state eseguite in questo lavoro di tesi, si
basano su una formulazione discretizzata della Cromodinamica Quantistica. Per
contestualizzare meglio l’argomento, e` utile dapprima richiamare alcuni concetti
fondamentali partendo dalla formulazione continua di questa teoria.
1.1 Formulazione continua
1.1.1 La lagrangiana della QCD
La Cromodinamica Quantistica e`, ad oggi, la teoria piu` accreditata per descri-
vere le interazioni forti. Le interazioni forti, cos`ı come quelle elettromagnetiche e
deboli, risultano ben descritte da Lagrangiane invarianti per determinate trasfor-
mazioni locali che agiscono sulle loro variabili dinamiche. In particolare, la QCD
si basa sull’invarianza locale rispetto al gruppo non abeliano SU(3)c di colore. Le
variabili dinamiche che compaiono nella Lagrangiana della QCD sono i campi dei
quark (che rappresentano i campi di materia) e i campi dei gluoni. Evidenze spe-
rimentali (ad esempio produzioni di adroni in collider e+e−) mostrano che i quark
sono particelle di spin 1
2
che si presentano nei sei sapori ( o flavour): up, down,
strange, charm, top, bottom. Nella tabella 1.1 sono riportati i valori della carica
elettrica per i sei sapori in unita` della carica elettrica |e|. I valori delle masse dei
carica elettrica quark quark quark
2/3 u c t
−1/3 d s b
Tabella 1.1: Valori delle cariche elettriche in unita` di |e| dei sei flavour di quark.
quark non si possono determinare mediante misure dirette, come avviene invece
per tutti gli adroni e leptoni perche´, a causa del confinamento delle interazioni
1
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forti, non si riesce ad isolare un singolo quark. I valori delle masse sono i seguenti
[28]
mu ≈ 5 MeV md ≈ 10 MeV ms ≈ 200 MeV
mc ≈ 1.35 GeV mb ≈ 5 GeV mt ≈ 172 GeV
(1.1)
Le masse dei quark leggeri u, d ed s vengono generalmente determinate studiando
le violazioni della simmetria chirale mediante Lagrangiane chirali efficaci. Invece,
le masse dei quark c, b e t sono piu` grandi della scala di energia tipica delle
interazioni forti (circa uguale alla massa dei barioni piu` leggeri) e quindi possono
essere determinate dalle masse dei mesoni e barioni che risultano composti da tali
tipi quark.
I quark compaiono nella Lagrangiana della QCD in termini di spinori di Dirac
e sono descritti dal campo ψfa (x)α, dove x e` la coordinata spazio-temporale, f =
1, 2, . . . , 6 indica il flavour, a = 1, 2, 3 e` l’indice di colore e α l’indice di Dirac. Per
semplicita`, ometteremo d’ora in poi i vari indici per scrivere in modo compatto
ψ(x). Sotto l’azione del gruppo di colore SU(3)c, i quark si trasformano secondo
la rappresentazione fondamentale del gruppo
ψ(x)→ ψ′(x) = U(x)ψ(x) con U(x) = ei
∑8
a=1 ωa(x)Ta , (1.2)
dove ωa(x) sono dei parametri dipendenti dalle coordinate dello spazio-tempo e
Ta i generatori della rappresentazione fondamentale del gruppo SU(3), ovvero
le matrici di Gell-Mann. Questi generatori obbediscono alle seguenti regole di
commutazione e di normalizzazione




dove fabc sono le costanti di struttura del gruppo, completamente antisimmetri-
che per scambio degli indici a, b, c. Se si vuole costruire una Lagrangiana che
sia invariante per trasformazioni locali del gruppo SU(3)c, occorre modificare la




ψ¯f (x)(iγµ∂µ −mf )ψf (x) , (1.4)
in quanto il termine derivativo, ∂µψ(x), non trasforma in modo covariante poiche´
i parametri ωa sono locali. Per ovviare a questo inconveniente si introduce il
concetto di trasporto parallelo di un campo ψ(x) e in particolare una matrice
2
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W (Cy←x), appartenente ad SU(3), che collega due campi definiti in x e y secondo
la relazione
ψ(y) = W (Cy←x)ψ(x) (1.5)
La scrittura Cy←x indica un cammino dai punti x e y nello spazio tempo. Per
trasformazioni di gauge sui campi ψ(x) e ψ(y), W (Cy←x) trasforma come
W (Cy←x)→ W ′(Cy←x) = U(y)W (Cy←x)U−1(x) . (1.6)
Questa legge di trasformazione in forma infinitesima si scrive
W (Cx+dx←x) = 1− igAµ(x)dxµ ' e−igAµ(x)dxµ . (1.7)
Nella precedente espressione compare un nuovo campo vettoriale Aµ(x), chiamato
connessione, grazie al quale e` possibile collegare punti diversi dello spazio tempo.
Aµ sono matrici hermitiane a traccia nulla e appartengono all’algebra di SU(3).





dove Aaµ(x) sono campi reali che descrivono particelle chiamate gluoni. Nella
(1.7) abbiamo indicato con g un parametro che caratterizza l’interazione tra il
campo Aµ e il campo ψ(x). Dalla legge di trasformazione (1.6) si ricava che, per
trasformazioni di gauge, Aµ(x) trasforma come





Questo consente di definire un oggetto, chiamato derivata covariante Dµψ(x)
Dµψ(x) = [∂µ + igAµ(x)]ψ(x) , (1.10)
che per trasformazioni (1.2) e (1.9), trasforma esattamente come i campi ψ(x),
Dµψ(x)→ U(x)Dµψ(x).




ψ¯f (x)(iγµDµ −mf )ψf (x) , (1.11)
1 Il pedice F sta per parte fermionica della Lagrangiana, in modo da distinguere questa dalla
parte di pura gauge che verra` introdotta piu` avanti.
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e questa e` invariante per trasformazioni locali del gruppo SU(3)c{
ψ(x)→ ψ′(x) = U(x)ψ(x)
Aµ(x)→ A′µ(x) = U(x)Aµ(x)U † − igU(x)∂µU †
. (1.12)
Definendo, inoltre, il tensore di campo Fµν
Fµν ≡ 1
ig
[Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ] , (1.13)
che trasforma come Fµν → UFµνU †, si puo` scegliere come Lagrangiana di pura
gauge della teoria, una funzione del tipo LG = αTr(FµνFµν), perche´ questa e` in-
variante per trasformazioni (1.9). Il coefficiente numerico α viene scelto in modo
tale che LG abbia la stessa forma della Lagrangiana di pura gauge dell’elettro-





ψ¯f (x)(iγµDµ −mf )ψf (x)− 1
2
Tr(FµνFµν) . (1.14)
In linea di principio e` possibile aggiungere anche altri termini nella LG, purche´
essi siano invarianti di gauge e diano luogo a una teoria rinormalizzabile. Come







a , la cui presenza
nella teoria ha conseguenze fenomenologiche molto importanti.
Facciamo alcune osservazioni riguardo la (1.14):
• osservando la parte fermionica, e` evidente che tutti i campi dei quark accop-
piano allo stesso modo al campo di gauge Aµ e questo e` in accordo col fatto
che, in natura, tutti i tipi di quark sembrano soggetti alle stesse interazioni
forti
• la Lagrangiana e` invariante per trasformazioni di parita`, come deve essere
• la Lagrangiana di pura gauge contiene termini di interazione tra i gluoni
stessi, in particolare un vertice cubico e uno quartico in Aaµ(x). Questi
termini di interazione hanno origine dal commutatore [Aµ, Aν ] presente nella
(1.13), che e` non nullo a causa della struttura non abeliana del gruppo
SU(3). Nell’elettrodinamica, invece, poiche´ il gruppo di simmetria e` U(1),
le costanti di struttura sono nulle e la Lagrangiana di pura gauge contiene
cos`ı solo termini derivativi in Aµ. Di conseguenza, i fotoni, descritti dal





La costante g che compare nella Lagrangiana (1.14) viene solitamente chiamata
costante di accoppiamento “nuda”. La quantita` fisica di interesse risulta invece
essere la cosiddetta “costante di accoppiamento running”, chiamata cos`ı perche´
dipende dall’energia con cui interagiscono le particelle. Per spiegare questo inte-





dove gR e` la costante di accoppiamento rinormalizzata e µ e` una scala di rinor-
malizzazione, avente le dimensioni di un’energia. Gross e Wilczek [20] e Politzer
[32], calcolando il contributo a 1 loop del diagramma polarizzazione del vuoto in
QCD, hanno dimostrato che per teorie di gauge SU(Nc) a Nf sapori, la funzione
β a ordine un loop e` data da























ΛQCD rappresenta la scala di massa della teoria e risulta indipendente da µ. Il suo
valore e` ΛQCD ∼ 200 MeV. Nel caso in cui Nc = 3 e Nf = 6, si ottiene che β0 > 0;
quindi, dalla (1.17) si evince che per µ ΛQCD la costante di rinormalizzazione
g2R → 0. Viceversa, quando µ→ ΛQCD l’accoppiamento rinormalizzato g2R cresce
e, di conseguenza, lo sviluppo perturbativo risulta un metodo non corretto per
studiare le proprieta` della teoria.
Sfruttando l’indipendenza di ΛQCD da µ e introducendo due scale di rinorma-
lizzazione µ1 e µ2, e` possibile dimostrare che:
g2R(µ2) =
g2R(µ1)




Se pensiamo µ2 come l’impulso k trasferito tra due particelle, possiamo riesprime-
re il risultato (1.19) in termini di separazione fra le particelle: a piccole distanze,
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(ovvero k  µ1), g2R(k) → 0 e quindi le particelle si comportano come se fosse-
ro libere (questa proprieta` e` nota come liberta` asintotica). All’aumentare della
distanza (k → µ1), le interazioni tra le particelle si fanno sempre piu` intense
(in questo caso si parla di schiavitu` infrarossa) e questo si manifesta nel confi-
namento di quark e gluoni negli adroni. Il profilo di g2R(k) in funzione di k
2 e`








Figura 1.1: Raffigurazione qualitativa della costante di accoppiamento running
in QCD a ordine 1 loop.
le proprieta` della QCD a basse energie (ad esempio la forma del potenziale tra
una coppia statica qq¯, le proprieta` topologiche della QCD, la formazione di tubi
di flusso cromoelettrici per spiegare il confinamento, etc.) ha stimolato la nascita
di nuovi metodi di indagine che hanno la caratteristica di non fare nessuna as-
sunzione sulla piccolezza o meno della costante di accoppiamento. Un approccio
non perturbativo molto utilizzato sfrutta simulazioni numeriche basate su una
formulazione reticolare della teoria ed e` noto come QCD su reticolo. Il suo
nome si deve al fatto che tutte le quantita` di interesse (che sono funzioni di cor-
relazione dei campi) definite nel continuo, vengono ridefinite in uno spazio-tempo
discretizzato. Esse vengono poi espresse in termini di integrali funzionali nella
teoria euclidea. Nella prossima sezione descriveremo brevemente il metodo degli
integrali funzionali, per poi passare alla formulazione euclidea della QCD.
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1.2 Metodo dell’integrale funzionale
Il metodo del path-integral, combinato con l’approccio euclideo, e` uno strumen-
to molto utile in fisica delle particelle, perche´ consente di lavorare con variabili
di campo classiche e di interpretare i valori di aspettazione di operatori come
medie su ensemble statistici. L’approccio del path-integral e` stato introdotto da
Feynman negli anni ’40 nell’ ambito della meccanica quantistica non relativistica
e successivamente esteso alle teorie di campo quantistiche.
1.2.1 Path-integral in Meccanica Quantistica
Consideriamo un sistema quanto-meccanico con n gradi liberta`. Indichiamo con
Qˆα e Pˆβ gli operatori (hermitiani) “coordinate” e “impulsi” in rappresentazione
di Schro¨edinger, che soddisfano le seguenti regole di commutazione canoniche 2
[Qˆα, Pˆβ] = iδαβ, [Qˆα, Qˆβ] = [Pˆα, Pˆβ] = 0 , α = β = 1, . . . , n . (1.20)
In rappresentazione di Schro¨edinger un generico stato del sistema evolve come
|q(t)〉 = e−iHˆ(t−t0)|q(t0)〉 , (1.21)
dove Hˆ e` l’hamiltoniano totale del sistema. Per sviluppare il formalismo del path-
integral in meccanica quantistica e` piu` conveniente lavorare in rappresentazione
di Heisenberg, dove gli operatori Qˆα e Pˆβ dipendono dal tempo come
Qˆα(t) = e
iHˆtQˆαe
−iHˆt, Pˆα(t) = eiHˆtPˆαe−iHˆt , (1.22)
ed hanno i seguenti autostati
Qˆα(t)|q, t〉 = qα|q, t〉, Pˆα(t)|p, t〉 = pα|p, t〉 . (1.23)
Sottolineiamo che |q, t〉 ≡ eiHˆt|q〉 e |p, t〉 ≡ eiHˆt|p〉 sono gli autostati di Qˆα(t)
e Pˆα(t) al tempo t, con autovalori rispettivamente qα e pα, e non gli evoluti
temporali di |q〉 e |p〉.
La grandezza a cui si e` interessati e` la funzione di Green
〈q′, t′|q, t〉 , (1.24)
2 Poniamo ~ = 1
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che descrive l’ampiezza di probabilita` che il sistema evolvi da uno stato |q, t〉
al tempo t ad uno stato 〈q′, t′| al tempo t′. Scrivendo dapprima l’ampiezza di
transizione infinitesima tra gli stati |q, t〉 e 〈q′, t+dt| e poi suddividendo l’intervallo
temporale originario t′− t in tanti sottointervalli infinitesimi, si arriva al seguente
risultato [15]





t dτL[q(τ),q˙(τ)] , (1.25)






Il risultato (1.25) e` valido quando l’Hamiltoniana H e` una forma quadratica
degli impulsi classici p(τ) e quando la costante di normalizzazione N (che e` le-
gata al determinante della matrice che compare nel termine quadratico di H) e`
indipendente dalle coordinate. Poiche´ nella maggior parte dei casi di interesse





α + V (q), queste condizioni
risultano soddisfatte. La (1.25) si trova espressa anche nella forma
〈q′, t′|q, t〉 = N
∫ qα(t′)=qα
qα(t)=qα
[Dq] eiS , (1.27)
dove S e` l’azione del sistema.
Le (1.25) e (1.27) vengono chiamate rappresentazioni path-integral del propa-
gatore, in quanto, per valutare l’ampiezza di transizione tra due stati iniziale e
finale, si integra su tutti i cammini che vanno da q al tempo τ = t, a q′ al tempo
τ = t′. In figura (1.2) e` mostrata in modo schematico la logica dell’integrale
funzionale. Il formalismo del path-integral permette di calcolare non solo le am-
piezze di probabilita` di transizione 〈q′, t′|q, t〉, ma anche elementi di matrice tra
stati 〈q′, t′| e |q, t〉 del prodotto T-ordinato di operatori. Ad esempio, l’ampiezza
〈q′, t′|T
[
QˆA(tA)QˆB(tB) . . .
]
|q, t〉 nel linguaggio del path-integral si scrive
〈q′, t′|T
[
QˆA(tA)QˆB(tB) . . .
]
|q, t〉 = N
∫ qα(t′)=qα
qα(t)=qα
[Dq] qA(tA)qB(tB) . . . e
iS ,
(1.28)
dove qA(tA), qB(tB) . . . sono gli autovalori corrispondenti agli operatori di posizio-
ne QˆA(tA), QˆB(tB), . . . .
Osserviamo che una volta nota l’ampiezza (1.24), e` possibile avere informazioni
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Figura 1.2: Visualizzazione schematica dei cammini che congiungono i punti
spaziali xa e xb [31]. L’intervallo temporale appare suddiviso in tanti intervallini
di ampiezza .
sul sistema quantistico a qualunque istante temporale. Infatti, se un sistema al
tempo t e` descritto da una funzione d’onda ψ(q, t), allora al tempo t′ la sua
funzione d’onda e`






[Dq] eiSψ(q, t) .
Nella prossima sezione estenderemo il formalismo del path-integral alle teorie di
campo quantistiche.
1.2.2 Path-integral in teoria di campo
Introduciamo dapprima la notazione che si usa in QFT. Nelle teorie di campo
il numero di gradi di liberta` di un sistema e` infinito, poiche´ l’indice discreto α e`
adesso sostituito dalla coordinata spaziale x continua e da un indice “di specie” m,
che denota la natura del campo (scalare, fermionico, vettoriale, . . .). Il passaggio
a infiniti gradi di liberta` fa s`ı che, fissato il tipo di campo (supponiamo sia scalare






dφ(~x, τ) = [Dφ] , (1.29)
dove [Dφ] denota l’integrazione su tutte le configurazioni di campo φ(x, t) con
date condizioni al contorno. Rimpiazzando gli operatori della meccanica quan-
tistica QˆA(tA) con φˆ(x, t), l’analogo dell’ampiezza (1.28) in una teoria di campo
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Qui abbiamo indicato con φˆ(x1) . . . φˆ(xn) gli operatori campo e con
〈φf (x′, t′)| = 〈φf (x′)|e−iHˆt′ , |φi(x, t)〉 = eiHˆt|φi(x)〉 ,
gli stati finale e iniziale in rappresentazione di Heisenberg.
In realta`, le espressioni del path integral non sono ben definite, sia in teoria
di campo che in meccanica quantistica, poiche´ coinvolgono un numero infinito
di variabili di integrazione e, in generale, il prodotto di un numero infinito di
coefficienti non e` ben definito. Fortunatamente, le quantita` di interesse nelle teorie
di campo sono ampiezze di transizione o valori di aspettazioni, che si esprimono
sempre mediante rapporti di integrali funzionali ed, essendo quindi normalizzate,
hanno un significato ben definito.
Si puo` dimostrare facilmente [33] che per una teoria di campo scalare neutra
di massa m, la funzione di Green a n punti si scrive
Gn ≡ 〈0|T
[






















dove |0〉 e` lo stato fondamentale del sistema, φ(x1) . . . φ(xn) sono delle variabili
classiche calcolate negli n punti dello spazio-tempo e
∫
[Dφ] denota la somma
su tutte le configurazioni di campo possibili φ(x) che soddisfano le condizioni al
contorno indicate in (1.31).
L’estensione formale dell’integrale funzionale a campi vettoriali si ottiene sem-
plicemente generalizzando quanto trovato per i campi scalari. Un’attenzione par-
ticolare deve essere dedicata agli integrali funzionali che coinvolgono gradi di
liberta` fermionici perche´, per definire i corrispondenti valori di aspettazione sul
vuoto, occorre tenere conto che essi sono rappresentati da campi di natura an-
ticommutante. In quanto tali, i campi fermionici ψ(x) e ψ¯(x) sono elementi di
un’ algebra di Grassmann e devono obbedire a particolari regole di derivazione
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e integrazione, dette regole di Berezin 3. Nella prossima sezione ci soffermiamo
sul vantaggio dell’uso della rappresentazione path-integral quando si passa ad
una formulazione euclidea di una teoria di campo. Questi due fattori rappre-
sentano le basi dello sviluppo della formulazione reticolare delle teorie di campo
quantistiche.
1.3 Formulazione euclidea
Abbiamo visto che per scale di energia che tendono a ΛQCD la costante di
accoppiamento g2R(k) diverge e quindi in questo limite i metodi perturbativi falli-
scono. Il vantaggio della formalismo di Feyman consiste nel fatto che gli integrali
funzionali possono essere utilizzati sia in regime perturbativo (sviluppando in po-
tenze della costante di accoppiamento) che non, consentendo quindi il calcolo di
effetti non perturbativi. Infatti, in QCD su reticolo si stimano numericamente
gli integrali funzionali della teoria senza fare nessuna assunzione sul valore della
costante di accoppiamento g. Tuttavia, la rappresentazione path-integral (1.31)
non si presta ad essere usata direttamente per calcoli numerici, poiche´ ogni confi-
gurazione di campo e` pesata con una funzione oscillante e questo non assicura la
convergenza degli integrali. Questo inconveniente viene superato, in molti casi 4,
mediante una rotazione di Wick, che consiste nella sostituzione t→ −itE. Questa
rotazione a tempi immaginari conduce ad una formulazione euclidea della teoria,
poiche´ “ruotando” contemporaneamente il quadri-impulso k, lo spazio-tempo su
cui e` definita la teoria di campo viene descritto da una metrica Euclidea e non
piu` Minkowskiana.
1.3.1 Funzione di partizione di una QFT
Consideriamo un sistema quantistico alla temperatura T e in una dimensione.
La funzione di partizione si puo` esprimere, equivalentemente, in termini di traccia








dq 〈q|e−βHˆ |q〉 , (1.32)
3 Per una trattazione dettagliata sull’introduzione delle variabili di Grassmann e
sull’espressione path-integral per campi fermionici si vedano [2] e [33]
4 La rotazione a tempi immaginari non consente sempre di definire esponenziali reali. Un
esempio si ha proprio in QCD: se alla Lagrangiana di pura gauge si aggiunge il termine θ,
la funzione di partizione nell’euclideo contiene ugualmente una funzione oscillante
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dove β = 1/(kBT ) e kB e` la costante di Boltzmann. D’altra parte, abbiamo visto
che l’ampiezza quantistica di transizione tra due stati e` data da






da cui in teoria di campo
〈φi(x, ti)|φf (x, tf )〉 = N ′











dove N ′ e` una opportuna costante non dipendente dalle coordinate e φ(x) e` una
variabile di campo che abbiamo assunto scalare per semplicita`.
L’ampiezza 〈q|e−βHˆ |q〉 assomiglia molto al propagatore 〈q′|e−iHˆ(t′−t)|q〉 e diven-
ta equivalente se si identificano |q〉 = |q′〉 e se si esegue una rotazione di Wick
opportuna, 5
t→ 0 , t′ → −iβ . (1.34)
Trasformiamo, allora, un generico punto dello spazio di Minkowski x ≡ (x0, ~x) in
xE ≡ (−ixE4, ~xE) 6. Con queste identificazioni anche la funzione di partizione puo`
scriversi in termini di integrali sui cammini. Facendo la sostituzione dt→ −idtE e





− ∫ β0 dtE ∫ d3xELE , (1.35)
mentre per una teoria di campo scalare si ha




− ∫ β0 dtE ∫ d3xELE . (1.36)
LE indica la Lagrangiana Euclidea del sistema. Per una teoria di campo scalare,
LE si ricava dalla Lagrangiana Minkowskiana LM effettuando una rotazione di
5 Per semplicita` abbiamo posto ~ = 1. Se ~ 6= 1 la sostituzione da fare sarebbe t′ → −iβ~
6 Una rotazione oraria xE → −ix0 si riflette in una rotazione antioraria della componente
zero del 4-impulso, kE4 → ik0. Eseguendo, inoltre, la trasformazione ~kE → −~k, si ottiene



































E` evidente che LE e` per definizione una funzione definita positiva se il potenziale
della teoria V [φE(xE)] e` definito positivo o inferiormente limitato (condizione che
solitamente e` soddisfatta in fisica, dato che altrimenti il vuoto della teoria non
sarebbe stabile). Se il potenziale e` inferiormente limitato, lo si puo` ridefinire a
meno di una costante in modo che V [φE(xE)] ≥ 0. Di conseguenza, l’azione Eu-
clidea e` anch’essa definita positiva e il fattore reale e−SE garantisce la convergenza
dei path-integral, poiche´ gli integrandi del tipo (1.36) sono esponenzialmente sop-
pressi per configurazioni dove l’azione e` grande. Usando la formulazione euclidea,
dalla (1.31) segue che il valore di aspettazione sul vuoto di un operatore O del




[DφE] e−SE , (1.38)
dove l’integrale e` eseguito su tutte le configurazioni che vanno a zero al tempo
euclideo xE4 → ±∞. L’espressione precedente ha un’importante interpretazione
probabilistica, che sta alla base di ogni valutazione numerica: ogni configurazione
di campo contribuisce a 〈O[φE(xE)]〉 con probabilita` pari a
P [φE(xE)] =
e−SE∫
[DφE] e−SE . (1.39)
L’idea del calcolo numerico e` appunto quella di estrarre configurazioni secon-
do questa probabilita` e poi su queste valutare O[φE]. Il valore di aspettazione
(1.38) puo` essere pensato, inoltre, come rapporto tra due tracce in cui compare











Utilizzando questa relazione si puo` mostrare che, se il tempo euclideo β → ∞,
〈O〉 si riduce al valore medio preso sullo stato fondamentale 〈0|O|0〉 (nell’ipotesi
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che lo stato fondamentale non sia degenere). D’altra parte, prendere β → ∞,





= tE . (1.41)
Questo vuol dire che l’effetto della temperatura, sul calcolo dei valori di aspet-
tazione di operatori quantistici, e` quello di estendere o restringere l’intervallo
temporale euclideo su cui viene eseguita l’integrazione. E` interessante osserva-
re che, qualunque sia il valore di β, bisogna imporre, nella direzione temporale,
condizioni al contorno opportune sui campi della teoria. Le condizioni al bordo
devono essere periodiche per campi bosonici e antiperiodiche per campi di Dirac
φ(x, tE) = φ(x, tE + β), ψ(x, tE) = −ψ(x, tE + β) , (1.42)
in modo che siano soddisfatte rispettivamente relazioni di commutazione e di
anticommutazione.
Nella prossima sezione descriveremo come cambia la Lagrangiana di pura gauge
della QCD passando allo spazio euclideo. La formulazione euclidea di una teoria
di pura gauge ci sara` molto utile piu` avanti, quando studieremo la struttura del
vuoto in QCD.
1.3.2 Teoria di pura gauge euclidea
Per ricavare la forma della Lagrangiana euclidea in teoria di pura gauge, oc-
corre prima vedere come trasformano i campi di gauge Aµ(x) e il tensore di
campo Fµν(x). Dato che Aµ(x) e` un quadrivettore, esso deve trasformarsi come
















Λ(x) = (i∂E4, ~∇)Λ(x) ,
ne segue che
Aµ(x) = (A0(x), ~A(x)) → Aµ,E(xE) = (iAE4(xE), ~AE(xE)) . (1.43)
7 Se ~ 6= 1 si ha β~ = 1kBT
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Detto questo, e` possibile calcolare ogni fattore che compare nel prodotto FµνF
µν .
Tenendo conto che F00 = 0, avremo che
F0i(x) = ∂0Ai − ∂iA0 + ig[A0, Ai]→ i(∂E4AEi − ∂EiAE4 + ig[AE4,AEi ]) ≡ iFE4,i(xE),




µν(x) = −2F0iF0i + FijFij → 2FE4,iFE4,i + FE,ijFE,ij ≡ FE,µνFE,µν(xE)





FE,µνFE,µν(xE) = −LE con LE ≥ 0






dove il pedice M indica che le grandezze sono definite nello spazio di Minkowski.
Se si vuole includere nella Lagrangiana euclidea il contributo dei quark, occorre
sostituire la derivata covariante Dµ → (iDE4, ~DE) e le matrici γµ con la loro




















Restringendosi alla teoria di pura gauge, il valore di aspettazione di una funzione
















dove abbiamo sottolineato il fatto che il path-integral e` eseguito su tutte le con-




dAaE,µ(xE) e` invariante di gauge, come si puo` verificare
utilizzando la legge di trasformazione infinitesima di Aµ e l’antisimmetria delle
8Le matrici γµ nello spazio Minkowskiano sono definite in modo tale da soddisfare le re-
lazioni di anticommutazione {γµ, γν} = 2ηµν , dove ηµν e` il tensore metrico diagonale
ηµν = diag(1,−1,−1,−1). Nell’euclideo le matrici γµE sono cos`ı definite: γE4 ≡ γ0,
γEi ≡ −iγi e soddisfano le relazioni {γEµ, γEν} = 2δµν
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costanti di struttura fabc del gruppo SU(3). In realta`, la (1.47) e` incompleta
perche´ non consente di fare calcoli perturbativi. Infatti, a causa dell’invarianza
di gauge, l’operatore differenziale contenuto nella parte quadratica in Aµ di LG
ammette modi zero e rende il propagatore del gluone non definibile. Mediante
il metodo degli integrali funzionali, questo problema e` stato risolto da Faddev e
Popov, introducendo nell’integrale funzionale un termine di gauge-fixing e i campi
di ghost e antighost, che hanno la particolarita` di essere nello stesso tempo scalari
di Lorentz e variabili di Grassmann [27]. Tuttavia, quando si studiano le teorie di
gauge su reticolo, il processo del gauge fixing e i campi di ghost e di antighost non
sono necessari. Infatti, come vedremo, i campi di gauge Aµ(x) sono sostituiti su
reticolo dalle variabili di link (che sono matrici di SU(N)) e l’integrazione viene
eseguita su tutti gli elementi θa(n) del gruppo SU(N). Poiche´ il gruppo SU(N)
e` compatto, i parametri sono scelti in un intervallo chiuso e limitato, cos`ı l’in-
tegrale complessivo e` finito. Per questo motivo, sara` sufficiente per noi indicare
l’integrale funzionale in QCD come nella (1.47).
Concludiamo questo paragrafo osservando che il valore di aspettazione (1.47)
e` definito solo formalmente e, affiche´ esso abbia un significato ben preciso, e`
necessario ridurre a un numero finito i gradi di liberta` del sistema. In altri termini,
ogni sua valutazione numerica richiede una discretizzazione dello spazio-tempo e
solo in questo modo il calcolo e` attuabile, poiche´ l’integrale diventa cos`ı una
somma di un gran numero di termini, ma pur sempre finito. Affinche´ questo sia
attuabile, e` necessario quindi formulare la teoria delle interazioni forti su reticolo
e poi adoperare diverse tecniche computazionali per generare un campione di
configurazioni su cui calcolare il valore medio di un’osservabile 〈O〉 di interesse.
1.4 Teoria di pura gauge su reticolo
Quando si lavora in regime perturbativo nel continuo, si incontrano spesso
integrali divergenti negli impulsi. La pratica comune e` scegliere, dapprima, lo
schema di regolarizzazione (ad esempio introdurre un cutoff Λ sugli impulsi,
etc.) e poi imporre le condizioni di rinormalizzazione, che definiscono le quantita`
fisiche di una teoria (le masse e le cariche elettriche delle particelle, etc.). Un
approccio molto simile viene adoperato anche per formulare le teorie di gauge
su reticolo, perche´ l’introduzione di una costante reticolare a, che discretizzi le
dimensioni spaziali e temporali, fornisce anche un cutoff sugli impulsi dell’ordine
dell’inverso di a.
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1.4.1 Discretizzazione dello spazio-tempo
Il primo passo che bisogna fare per definire i path-integral in modo preciso, e`
discretizzare le tre dimensioni spaziali e la dimensione temporale, “forzando” lo
spazio 4D a stare su un reticolo. Si introduce pertanto una costante reticolare
a (detto lattice spacing), che rappresenta la scala di lunghezza piu` piccola del
sistema che puo` essere risolta. Indichiamo con Ls e Lt le lunghezze dei lati del
reticolo nelle direzioni spaziali e temporale e con Ns e Nt il numero di siti ivi
contenuti. Se Λ rappresenta l’insieme dei punti del reticolo, ogni sito al suo
interno e` identificato da una quaterna
n = (n1, n2, n3, n4) ∈ Λ con n1, n2, n3 = 0, 1, . . . Ns−1, n4 = 0, 1, . . . Nt−1 ,
(1.48)
e ogni punto fisico xµ dello spazio si ottiene da xµ = anµ, con µ = 1, 2, 3, 4.
Solitamente, per simulare un sistema di volume infinito si scelgono condizioni al
bordo periodiche, identificando ni = 0 = Ns. Per quanto detto in §1.3, se si
vuole simulare una teoria a temperatura finita, occorre anche imporre condizioni
periodiche sul tempo, che su reticolo si implementano ponendo n4 = 0 = Nt.
Avendo introdotto il reticolo, ogni campo (scalare, fermionico o di gauge) non
e` piu` definito su uno spazio continuo, bens`ı in ogni sito del reticolo e questo fa s`ı
che la misura di integrazione nei path-integral diventi un prodotto di un numero
finito di termini. Ad esempio, per una teoria di campo scalare reale φE(xE), la










Il passo successivo in questa procedura consiste nello scrivere anche l’azione eu-
clidea SE in forma discretizzata. A priori la scelta non e` univoca e possono essere
considerate come buoni candidati le azioni reticolari che riproducono le corrette
azioni classiche nel limite continuo (cioe` a→ 0) e che preservano le stesse simme-
trie della teoria continua (ad esempio, l’invarianza di gauge e la simmetria chirale
in QCD per masse nulle). Per una teoria di campo scalare, usando l’espansione in
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Inoltre, per rendere l’azione adimensionata (come lo e` lavorando in unita` natu-
rali) si preferisce ridefinire ogni oggetto della teoria in modo che su reticolo esso
abbia dimensione zero in energia. Utilizzando il fatto che il lattice spacing ha
le dimensioni di una lunghezza, l’azione reticolare sara` funzione delle grandezze
adimensionali φˆn, mˆ, ∂ˆφ(na), cos`ı definite [33]
mˆ = ma, φˆn = aφ(na), ∂ˆφ(na) = a
2∂φ(x) . (1.51)
In questo modo, scompare del tutto la dipendenza esplicita da a, sia nell’a-
zione che nel path-integral discretizzati, e le formule si prestano ad essere usate
direttamente per calcoli numerici.
E` chiaro che nelle valutazioni numeriche ci piacerebbe considerare dimensioni
fisiche del reticolo quanto piu` grandi possibili e, contemporaneamente, valori del
lattice spacing molto piccoli in modo da essere vicini ai risultati della teoria conti-
nua, ma questo richiede un tempo di calcolo eccessivo. Inoltre, bisogna assicurarsi
che il lattice spacing scelto nelle simulazioni sia adatto per descrivere il sistema
in considerazione. In particolare, esso deve soddisfare le seguenti condizioni
a << ξmin, ξmax << Nsa,Nta , (1.52)
dove ξmin e ξmax sono rispettivamente le lunghezze di correlazione piu` piccole e
piu` grandi del sistema e corrispondono alle scale caratteristiche cui si manifestano
gli effetti fisici. In generale esse sono legate agli inversi delle masse piu` pesanti e
piu` leggere facenti parti del sistema.
Osserviamo, infine, che a seconda della teoria che si vuole simulare su retico-
lo, bisogna scegliere in maniera opportuna le estensioni temporali e spaziali dei
lati del reticolo. Per evitare effetti di volume finito, la condizione ideale sarebbe
Ns =∞, ma questo non e` chiaramente realizzabile in una simulazione numerica.
Solitamente, quando si lavora a temperatura finita, la scelta che si fa e` impor-
re Ns  Nt e scegliere condizioni al bordo periodiche nelle direzioni spaziali e
temporale. Quando si vuole simulare una teoria a T = 0, bisogna prendere Nta




= Nta . (1.53)
Avendo realizzato in questa tesi simulazioni in teoria di pura gauge, vedremo
nella prossima sezione come si dispongono i campi di gauge su reticolo e come
definire un’azione discretizzata che, nel limite a→ 0, riproduca l’azione continua.
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1.4.2 Campi di gauge su reticolo
Nella sezione 1 abbiamo visto che, per costruire nel continuo un’azione della
QCD invariante per trasformazioni locali del gruppo di colore, e` necessario in-
trodurre dei campi di gauge Aµ(x). Anche su reticolo, il punto di partenza per
definire un’azione reticolare e` far s`ı che sia preservata l’invarianza di gauge. Que-
sto problema viene superato implementando su reticolo il concetto di trasporto
parallelo, realizzato dalle variabili di link Uµ(n). Vediamo come si introducono.
Innanzitutto, scriviamo la controparte reticolare della legge di trasformazione
dei campi fermionici
ψ(n)→ ψ′(n)→ G(n)ψ(n), ψ¯(n)→ ψ¯′(n) = ψ¯(n)G(n)† , (1.54)
dove G(n) sono matrici appartenenti ad SU(3), definite in ogni sito del reticolo.
Ci accorgiamo, pero`, che mentre il termine di massa ψ¯(n)ψ(n) e` invariante per
trasformazioni (1.54), il termine derivativo (che nel continuo e` ψ¯EγEµ∂EµψE) non
lo e`, perche´ coinvolge il prodotto di campi definiti in punti diversi del reticolo, ad
esempio ψ¯(n)ψ(n+ µˆ), con µˆ versore quadridimensionale. Per rendere invariante
tale oggetto, si puo` introdurre un nuovo campo Uµ(n), in modo che ψ¯(n)Uµψ(n+
µˆ) sia invariante per (1.54), con la condizione che Uµ(n) trasformi come
Uµ(n)
G(n)−−→ U ′µ(n) = G(n)Uµ(n)G(n+ µˆ)† . (1.55)
Uµ(n) sono matrici di SU(3), definite in ogni sito del reticolo e che connettono
due siti primi vicini. Le variabili di link possono, inoltre, puntare nella direzione
positiva e negativa e si indicano nel modo seguente
Uµ(n) = Un→n+µˆ, U−µ(n) = Un→n−µˆ ≡ Uµ(n− µˆ)† . (1.56)
Un rapido confronto tra l’eq. (1.6) e la legge di trasformazione (1.55), ci fa
capire che una variabile di link Uµ(n) puo` essere interpretata come la versione re-
ticolare della matrice di trasporto parallelo della formulazione continua. Pertanto,
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Nel seguito ci sara` utile l’espansione delle variabili di link per piccoli valori di a,
data da
Uµ(n) = 1 + iaAµ(n) +O(a
2), Uµ(n)
† = 1− iaAµ(n) +O(a2), (1.59)





1.4.3 Azione di Wilson
Dato che le variabili di link sono le quantita` fondamentali per mettere i campi
di gauge su reticolo, l’azione di pura gauge deve essere una qualche funzione
delle Uµ(n). Essa deve anche soddisfare due richieste essenziali: deve ricondursi
all’azione di Yang-Mills quando a→ 0 ed essere invariante per trasformazioni di
gauge. A tal proposito, osserviamo che la traccia del prodotto di variabili di link
appartenenti a un percorso chiuso, rappresenta un oggetto invariante di gauge,
in quanto dopo le trasformazioni (1.55), le matrici G definite nello stesso punto
si elidono a due a due. Denotando con l un loop chiuso, una classe di oggetti di
questo tipo si puo` indicare con





Per costruire l’azione di pura gauge e` sufficiente scegliere, tra tutti gli elementi
di questa classe, il loop piu` piccolo formato da quattro variabili di link e chiamato
plaquette. Una plaquette che giace sul piano µ-ν e` cos`ı definita







e il suo contributo e` rappresentato in Fig.1.3. Secondo la formulazione di Wilson
Figura 1.3: Plaquette nel piano µ-ν [33].
[39], l’azione di pura gauge si ottiene sommando i contributi di tutte le plaquette
20
1.4 Teoria di pura gauge su reticolo
























In questa formula, Nc indica il numero di colori della teoria e β e` un parametro
che non deve essere confuso con il tempo euclideo che compare nei path integral,
ma e` un fattore che deve essere fissato in modo tale che l’azione di Wilson coincida
con l’azione continua di Yang-Mills. Per studiare il limite continuo della (1.62)
occorre scrivere Uµν(n) in termini del lattice spacing a. Se nella (1.61) si inserisce
la (1.58) e si applica piu` volte la formula di Baker-Campbell-Hausdorff 9, si riesce
































Sommando su tutti i siti del reticolo e su tutte le coppie (µ, ν), con 1 ≤ µ <






































Affinche´ SW coincida con l’azione euclidea continua, il coefficiente che precede
9 Se A e B sono due operatori arbitrari, sussiste la seguente relazione per il prodotto di
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e per SU(3) β = 6/g2.
Osserviamo che, dopo aver introdotto le variabili di link, si puo` anche costruire
la controparte reticolare dell’azione di Dirac. Infatti, affinche´ sia garantita l’in-
varianza di gauge, l’azione deve essere funzione delle Uµ(n), oltre che dipendere
dai campi fermionici adimensionati
¯ˆ
ψ(n) = a3/2ψ¯(n) e ψˆ = a3/2ψ(n). Tuttavia,
la procedura di discretizzazione dell’azione di Dirac e` comunque piu` delicata da
trattare rispetto a quella di Yang-Mills. Questo e` dovuto al fatto che artefatti
reticolari fanno s`ı che il propagatore fermionico su reticolo, calcolato a partire
da una discretizzazione naive dell’azione, riceva anche contributi che non hanno
analogo nel continuo, noti come doubler contributions. Questo problema puo` es-
sere superato aggiungendo nell’azione naive opportuni termini che vanno a zero
nel continuo e che, nello stesso tempo, consentono di definire un propagatore fer-
mionico che nel continuo si riduca a quello di Dirac. Questo approccio, suggerito
da Wilson, non e` tuttavia esente da problemi 10.
1.4.4 Misura di integrazione in teoria di pura gauge
Dopo aver ricavato l’azione di pura gauge su reticolo si e` in grado di calcolare
qualunque funzione di correlazione, dipendente dai campi di gauge, utilizzando
il formalismo dell’integrale funzionale. I path integral su reticolo coinvolgono
un’integrazione sulle configurazioni di variabili di link Uµ(n), pesate ciascuna
con il fattore e−SW [U ]. Supponiamo di voler calcolare il valore di aspettazione di





D[U ] e−SW [U ]O[U ] , (1.67)
dove Z e` la funzione di partizione
Z =
∫
D[U ] e−SW [U ] , (1.68)
10 Per una trattazione piu` dettagliata del problema del fermion doubling e dell’azione
fermionica di Wilson si vedano [33, 17].
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Osserviamo che, essendo le osservabili e l’azione di Wilson invarianti di gauge,
affinche´ il risultato del path integral non cambi per trasformazioni (1.55), bisogna
richiedere che anche la misura di integrazione sia invariante di gauge. Questa con-
dizione porta a definire una misura di integrazione nota in letteratura come misura
di Haar. Dato che per trasformazioni di gauge dUµ(n)→ d(G(n)Uµ(n)G(n+µˆ)†),
affinche´ la misura di integrazione sia invariante, e` sufficiente che ogni elemento
del gruppo dU ∈ SU(3) resti invariato per moltiplicazione a destra e a sinistra
con un altro elemento del gruppo V ∈ SU(3), ovvero
dU = d(UV ) = d(V U) . (1.70)
A questa proprieta` va aggiunta la condizione di normalizzazione
∫ DU = 1. La
misura di Haar dipende, in generale, dagli otto parametri reali con cui si parame-
trizza una matrice di SU(3) (N2 − 1 per il gruppo SU(N)). Se U e` una matrice
appartenente ad SU(3) della forma U = eiθaTa e si definisce una metrica ds2 sul
gruppo come ds2 = gabdθadθb con gab ∈ SU(3), un elemento dU invariante di







dove c e` una costante che va determinata utilizzando la condizione
∫ DU = 1. La
struttura di g per i gruppi SU(N), con N > 2, e` in generale molto complicata e
va ricavata imponendo che la misura sia invariante di gauge.
Se consideriamo una teoria di gauge con fermioni dinamici ψ e ψ¯ e un’osserva-
bile O1[U, ψˆ,
¯ˆ
ψ], il suo valore di aspettazione sul vuoto si scrive come
〈0|O1|0〉 =
∫ D[U ]D[ ¯ˆψ, ψˆ] e−SW [U ]−SF [ ¯ˆψ,ψˆ,U ]O[U, ψˆ, ¯ˆψ]∫ D[U ]D[ ¯ˆψ, ψˆ] e−SW [U ]−SF [ ¯ˆψ,ψˆ,U ] , (1.72)
dove con SW abbiamo indicato sempre l’azione di Wilson e con SF un’opportuna
azione fermionica discretizzata. In questo caso, nell’integrale funzionale compare
anche la misura di integrazione fermionica, che e` data dal prodotto delle misure
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di tutte le componenti dei campi dei quark, ovvero










dove f, α, c sono rispettivamente gli indici di flavour, spinoriali e di colore.
Osserviamo che, a differenza della misura D[U ], la misura di integrazione fer-
mionica e` gia` per costruzione invariante di gauge. Questo e` una conseguenza del
fatto che, per trasformazioni di gauge del tipo (1.54), si ha che
D[ ¯ˆψ, ψˆ] = (detG detG†)D[ ¯ˆψ, ψˆ] , (1.74)
e poiche´ le matrici G e G† appartengono a SU(3), la misura di integrazione rimane
invariata [17]. La proprieta` di trasformazione della misura (1.74) vale, in generale,
quando sui campi fermionici si eseguono trasformazioni lineari, in cui intervengono
matrici che mescolano i numeri quantici interni (sapore e colore). Su questo
argomento torneremo piu` avanti quando discuteremo il problema dell’anomalia
U(1) assiale.
1.5 Limite continuo
Dopo aver definito un path-integral su reticolo e calcolato le osservabili fisiche,
uno dei problemi che bisogna affrontare in QCD su reticolo e` conoscere il loro va-
lore nel limite continuo, a→ 0. Realizzare il limite continuo significa considerare
passi reticolari via via piu` piccoli e assicurarsi che il valore delle quantita` fisi-
che rimanga costante al diminuire di a; infatti, qualunque osservabile deve essere
indipendente dal passo reticolare. Un parametro importante quando si discute
il limite continuo e` la lunghezza di correlazione del sistema. Se m rappresenta
una massa fisica di una particella, la lunghezza di correlazione adimensionata del
sistema in esame e` data da
ξˆ = 1/ma . (1.75)
Per a → 0, ξˆ deve necessariamente divergere, se si vuole che la massa fisica m
rimanga costante. Quindi, il limite continuo si realizza in corrispondenza di una
transizione di fase del secondo ordine della teoria discretizzata. Quanto detto
deve valere per qualunque teoria di campo. Nella teoria di pura gauge, l’unico
parametro da cui puo` dipendere la lunghezza di correlazione ξˆ e` la costante di
accoppiamento nuda, g, che non ha alcun significato fisico. Nella teoria di pura
gauge, il limite continuo si realizza allora in corrispondenza del valore g∗ per cui
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ξˆ →∞. Il valore g∗ prende il nome di accoppiamento critico. E` chiaro quindi che
g, cos`ı come tutti i parametri nudi delle teorie di campo, deve dipendere dal passo
reticolare in modo che le quantita` fisiche rimangano finite nel limite a → 0. Per
semplicita`, limitiamoci al caso di una teoria di gauge SU(Nc) con Nf fermioni a




e` possibile dimostrare che il parametro g, a ordine un loop, dipende da a nel
seguente modo [17]
g2(a) = − 1
2β0 log(aΛLat)
, (1.77)
dove ΛLat e` una costante di integrazione che non dipende dal particolare valore










con β0 dato dalla (1.16). In generale ΛLat dipendera` dallo schema di regolarizza-
zione e dall’azione reticolare in uso.
Dall’eq. (1.77) e` evidente che la costante di accoppiamento nuda g diventa
sempre piu` piccola quando si tende al limite continuo e quindi l’accoppiamento
critico si ottiene in corrispondenza di g∗ = 0. La relazione (1.77) e` importante
anche perche´ fornisce un criterio che consente di stabilire se nelle simulazioni
numeriche viene estratta o meno fisica continua. Per vedere questo, supponiamo
di avere un’ osservabile O di dimensione in energia pari a d. Su reticolo essa
sara` una funzione del tipo O(g(a), a). Tenendo conto che la grandezza misurata
e` adimensionata
Oˆlat(g(a)) = a




















Questo vuol dire che, quando si estrae fisica continua, l’osservabile misurata su
reticolo deve seguire un andamento esponenziale decrescente, con Ofisico e ΛLat
costanti. Inoltre, dalla (1.81) si evince che nelle simulazioni su reticolo si e` in grado
25
1 Richiami di Cromodinamica Quantistica
di ricavare solo il rapporto Ofisico/Λ
d
Lat; questo mette in luce il fatto che i calcoli
su reticolo consentono di ricavare solo quantita` fisiche adimensionate. Tuttavia,
si puo` sfruttare l’indipendenza di ΛLat dall’osservabile per ricavare tale quantita`
una volta per tutte (ad esempio utilizzando una quantita` fisica il cui valore e` noto,
come la massa di un adrone etc.). La regione in cui le osservabili scalano come
indicato nella (1.81) e` chiamata scaling asintotico. Sottolineiamo che la relazione
(1.77) e` stata ricavata in un regime perturbativo e quindi e` valida quando g(a)
e` sufficientemente piccolo. Tuttavia, se in una simulazione si considerano valori
di g troppo piccoli (quindi al limite a → 0) possono entrare in gioco “effetti di
volume finito”: al diminuire di a, la lunghezza di correlazione ξˆ aumenta sempre
piu`, fino al punto tale da non essere piu` contenuta all’interno del volume del
reticolo. Dal momento che aumentare le dimensioni del reticolo richiede uno
sforzo computazionale notevole, lo scaling asintotico nella pratica si realizza in
una sottile finestra in cui g deve essere piccolo (affinche´ valga l’eq.(1.77)) ma non
troppo, in modo tale che la lunghezza di correlazione ξˆ sia contenuta nel reticolo
stesso.
A causa di queste difficolta`, solitamente si preferisce seguire un altro metodo
per determinare il lattice spacing a certi valori di g. Supponiamo di avere due
































= costante (non dipendente da g). (1.83)
Quando si raggiunge questa condizione (regime di scaling), e` possibile determinare
a utilizzando i valori noti di osservabili fisiche e le loro misure eseguite su reticolo.
Le osservabili fisiche scelte per determinare il passo reticolare sono generalmente
le masse degli adroni e la tensione di stringa σ 11.
Un’altra grandezza spesso utilizzata per relazionare g al lattice spacing e` il
parametro di Sommer r0 [34], definito come quel valore di distanza per cui la
11 Da simulazioni numeriche su reticolo risulta che il potenziale statico tra coppia quark-
antiquark puo` essere parametrizzato alla Cornell, V (r) = A + Br + σr. In questa formula,
A e` una costante di normalizzazione dell’energia, il secondo termine e` di tipo Coulombiano,
mentre il terzo contributo e` lineare nella distanza tra i quark. σ e` la tensione di stringa ed
ha un valore fenomenologico σ ≈ 900 MeV/fm.
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forza tra due quark statici soddisfa la condizione
F (r0)r
2
0 = 1.65 , (1.84)
Il suo valore fisico e` r0 ' 0.5 fm. Tale parametro rappresenta una scala di lun-
ghezza di riferimento: una volta noto il suo valore, l’idea e` quella di determinare
il rapporto adimensionato X = r0/a, tramite misure di potenziale statico tra due
quark per diverse separazioni fisiche r e successivamente porre a = (0.5/X) fm.
Questa procedura si puo` realizzare per diversi valori di g (e quindi di β) e nel
lavoro [29] e` stato trovato che, utilizzando l’azione di Wilson, il lattice spacing
per 5.7 ≤ β ≤ 6.92 puo` essere parametrizzato come segue
a = r0 exp[−1.6804− 1.7331(β− 6) + 0.7849(β− 6)2− 0.4428(β− 6)3] . (1.85)
Nel nostro lavoro abbiamo fatto uso di questa relazione per ricavare il lattice
spacing a diversi β.
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2 Fisica degli istantoni
In QCD, e in generale nelle teorie di Yang-Mills, esiste un insieme infinito e
numerabile di stati di vuoto classici. E` stato dimostrato che un sistema puo` tran-
sire da uno stato ad energia zero ad un altro e che il tunneling e` ben descritto
da soluzioni classiche dell’equazioni del moto euclidee di Yang-Mills, dette istan-
toni. Il nostro primo obiettivo e` far vedere come nasce questa struttura di vuoti
multipli e poi descrivere il fenomeno del tunneling in QCD. Vediamo dapprima
come il formalismo euclideo aiuta a descrivere il fenomeno del tunneling tra due
vuoti in meccanica quantistica.
2.1 Problema della doppia buca: introduzione agli
istantoni
Consideriamo una particella senza spin, con massa unitaria e in moto unidi-
mensionale, soggetta ad una energia potenziale cos`ı parametrizzata
V (x) = α(x2 − a2)2 con V ′′(±a) = 8αa2 ≡ ω2. (2.1)








− V (x). (2.2)
L’energia potenziale ha il profilo di una doppia buca con minimi situati in ±a.
L’altezza della barriera e` pari a V (0) = αa4 = ω4/(64α). Dato questo sistema,
vogliamo determinare lo stato di minima energia. Osserviamo che classicamente
esistono due stati degeneri di minima energia e sono quelli in cui la particella si
trova con impulso nullo nei minimi del potenziale, ±a. In meccanica quantistica,
invece, non e` ammessa degenerazione dei livelli energetici discreti in una dimen-
sione, neanche quando la barriera e` molto alta. Questo problema viene superato
mediante l’effetto tunnel, secondo cui la particella puo` transire da un minimo del-
l’energia potenziale all’altro. Classicamente, invece, le traiettorie permesse sono
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solo quelle che soddisfano la condizione E − V ≥ 0, per cui, se la particella ha
energia zero le uniche soluzioni classiche del moto sono xcl(t) = cost. Tuttavia,
l’effetto tunnel sorge anche quando consideriamo la teoria classica euclidea. Con-
sideriamo l’ampiezza di probabilita` che la particella dopo un tempo τ0 euclideo
passi da −a in a








Dx(t)e−SE [x(t)] , (2.3)














L’obiettivo e` calcolare l’ampiezza (2.3) approssimando l’integrale funzionale con
il suo limite semiclassico, scrivendo
〈a|e−Hτ0| − a〉 ∼ N e−SE,cl , (2.5)
dove SE,cl e` l’azione euclidea calcolata sulla traiettoria classica che congiunge le








e tra queste considerare quelle che soddisfano le condizioni al contorno. Ci si po-
trebbe chiedere se esiste una traiettoria classica lungo la quale calcolare l’azione.
In effetti, essa esiste poiche´ nel passare dallo spazio Minkowskiano all’Euclideo
l’energia potenziale cambia segno. La Fig. 2.1 mostra i due profili dell’energia
potenziale prima e dopo l’inversione. La traiettoria classica e` quindi la funzio-
ne xcl che permette alla particella di partire dal punto −a al tempo −τ0/2 con
velocita` nulla e raggiungere la posizione +a al tempo τ0/2 con velocita` nulla. A
questa traiettoria e` associata, pertanto, un’energia E = 0. Dalla conservazione



















2.1 Problema della doppia buca: introduzione agli istantoni
Figura 2.1: Trasformazione dell’energia potenziale passando da un tempo reale ad
un tempo immaginario. Nel capitolo §1 abbiamo visto, infatti, che la sostituzione
t→ −itE si traduce in un cambio di segno dell’energia potenziale, V (x)→ −V (x).
dove τc e` una costante di integrazione e corrisponde, in questo caso, al tempo in cui
la coordinata x si annulla. La traiettoria (2.8) prende il nome di istantone (nome
introdotto da ’t Hooft) con centro in τc ed e` mostrata in figura (2.2). Si nota che il
tempo di transizione da un minimo all’altro dell’energia potenziale e` infinito, per
cui bisogna fare la seguente identificazione: (−τ0/2, τ0/2) = (−∞,+∞). La so-
Figura 2.2: Istantone con centro in τc = 0. Questa traiettoria raggiunge il punto
+a partendo dal punto −a in un tempo infinito.
luzione trovata e` invariante per traslazioni temporali, in quanto un cambiamento
di τc si riflette semplicemente in uno shift della soluzione. L’azione dell’istantone
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2α(x+ a)(a− x) ≈ ω(a− x) , (2.10)
da cui
a− x ∝ e−ωτ . (2.11)
Da qui e` evidente che gli istantoni sono oggetti ben localizzati nel tempo e han-
no una dimensione pari a 1/ω. In maniera del tutto analoga, se consideriamo
l’ampiezza di transizione 〈−a|e−Hτ0 |a〉 possiamo trovare, esattamente allo stesso
modo, soluzioni classiche che “portano” la particella da a in −a e queste sono note
con il nome di anti-istantoni. Essi si possono ottenere da (2.8) semplicemente so-
stituendo a secondo membro τ → −τ ; di conseguenza l’azione di un anti-istantone
coincide esattamente con quella di un istantone. D’ora in poi indicheremo queste
due azioni con S0.
Diamo ora le linee guida per il calcolo dell’ampiezza (2.3).1 Per tempi imma-
ginari si ha che
〈a|e−Hτ0 | − a〉 = N
∫
[Dx(τ)]e−SE [x(τ)] ' N
∫
[Dx(τ)]e−SE [xcl(τ)+δx(τ)], (2.12)
dove nell’ultimo passaggio si e` fatto uso dell’approssimazione semiclassica. Svi-
luppando l’azione attorno al cammino classico xcl si ottiene















Qui δx rappresenta una variazione rispetto al cammino classico. Se si pone δx =∑
n cnxn, dove {xn} formano un set di autofunzioni ortonormali dell’operatore







l’ampiezza di transizione diventa 2




−S0N (det [−∂2t + V ′′(xcl)])−1/2 . (2.15)
1 Per maggiori dettagli si vedano [11] e[36].
2 Per il calcolo degli autovalori λn si rimanda a [36].
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Ricaviamo la dipendenza dal tempo del modo zero, perche´ ci sara` utile piu` avanti
quando discuteremo gli istantoni in QCD. Dire che l’istantone e` invariante per
traslazione temporale, implica che se xcl(τ, τc) e` soluzione dell’equazione del moto
d2x
dτ 2
− V ′(x) = 0 , (2.16)
lo sara` anche xcl(τ, τc + δτc). Sostituendo lo sviluppo xcl(τ, τc + δτc) = xcl(τc) +













quindi il modo zero x0(τ) ∝ dxcl/dτ . Utilizzando l’eq. (2.8) con τc = 0 per



















Poiche´ all’autofunzione x0(τ) corrisponde l’autovalore λ0 = 0, l’uso della (2.15)
darebbe luogo ad un’ampiezza divergente. Per evitare questo problema, anziche´
eseguire l’integrale gaussiano sulla variabile c0, si sposta l’integrazione sulla coor-
dinata del centro dell’istantone τc. Questo trucco viene spesso chiamato in let-
teratura introduzione di una variabile collettiva. Vediamo qual e` il legame tra
dc0 e dτc. Se la posizione del centro dell’istantone cambia di dτc la funzione x(τ)
cambia come
dx = (dxcl/dτ)dτc ,
e il cambiamento indotto da una piccola variazione della variabile c0 e`






Dal confronto di queste due equazioni segue che
dc0 = S
1/2
0 dτc . (2.19)
Cos`ı, l’integrale su dc0/
√
2pi produce il fattore τ0 (S0/2pi)
1/2 e l’ampiezza di tran-
sizione relativa al contributo di un solo istantone e` data da
〈a|e−Hτ0| − a〉1 ist = N τ0(S0/2pi)1/2e−S0
(
det′
[−∂2t + V ′′(xcl)])−1/2 , (2.20)
dove con il simbolo det′ si intende il determinante privato dell’autovalore nullo.
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Sottolineiamo che l’ampiezza di transizione trovata (2.20) e` proporzionale a
√
S0
(associato all’esistenza di un modo zero) e al fattore e−S0 .
E` importante sottolineare che gli istantoni rappresentano contributi non per-
turbativi e questo aspetto lo si puo` spiegare anche nel modo seguente. Il punto
di partenza e` l’ ampiezza di transizione tra i due vuoti che, nel nostro esempio
quanto-meccanico, e` proporzionale a e−S0 = e−ω
3/(12α). Si puo` intuire che il pa-
rametro α potrebbe giocare il ruolo della “costante di accoppiamento” di una
teoria quantistica, in cui x(t) e` sostituito da un campo φ(t). L’espansione di Tay-
lor della funzione e−ω
3/α attorno a α = 0, e` identicamente uguale a zero, perche´
l’esponenziale e` sempre piu` piccolo di una qualunque potenza di α. Quindi, nella
teoria perturbativa, le soluzioni istantoniche non sono presenti.
2.1.1 Gas diluito di istantoni
Adesso introduciamo il concetto di gas diluito di istantoni che sara` discusso
anche piu` avanti in QCD.
Quando il tempo di transizione τ0 e` molto grande, l’istantone e l’anti-istantone
non sono le uniche soluzioni approssimate delle equazioni del moto a connettere
due minimi dell’energia. Infatti, anche i percorsi che sono somme di molti istanto-
ni e anti-istantoni, purche´ ben separati tra loro, sono anch’essi soluzioni classiche.
Se siamo interessati alla transizione da −a ad a, il primo oggetto da considerare
e` necessariamente un istantone, seguito da un anti-istantone, e cos`ı via; inoltre, il
numero complessivo di traiettorie deve essere dispari, altrimenti si torna indietro
al punto −a. Supponiamo di avere in tutto n istantoni e anti-istantoni, centrati
nei punti τ1,τ2 . . . τn con
−τ0
2




La condizione di gas diluito di istantoni si traduce in
|τi − τj|  1/ω , (2.22)
in quanto, come si evince dalla (2.11), 1/ω puo` essere considerata come l’esten-
sione temporale degli istantoni. Anche in questo caso il problema e` invariante per
traslazioni temporali, solo che adesso occorre integrare sulle posizioni di tutti gli
34
2.1 Problema della doppia buca: introduzione agli istantoni










Concludiamo questa prima sezione scrivendo l’ampiezza di transizione dovuta a
un gas diluito di istantoni. Se e` soddisfatta la condizione (2.22), l’azione classica
complessiva e` data da nS0. Osserviamo, inoltre, che se non ci fossero le n soluzioni
di tipo istantonico a connettere i punti ±a, si otterrebbe una situazione analoga
a quella dell’oscillatore armonico, in cui 3














Per tenere conto quindi dei piccoli intervalli contenenti gli istantoni e gli anti-
istantoni possiamo introdurre nella formula precedente un fattore correttivo Kn,
tale da riprodurre la corretta ampiezza di transizione per il caso di un solo istan-
tone. Sommando, inoltre, su tutte le configurazioni a n-oggetti si ottiene, per
τ0 →∞, che






















Il fattore K ha un importante significato fisico: e` legato alla densita` degli istantoni
e anti-istantoni. Questo lo si puo` vedere, ad esempio, verificando che l’espressio-
ne (2.25) riceve contributi piu` significativi dalle configurazioni che soddisfano la
condizione (2.22). Dalla (2.25) e` evidente che alla somma su n contribuiscono
principalmente i termini per i quali
n . Kτ0e−S0 , (2.26)
cioe` quelli per cui la densita` n/τ0 e` esponenzialmente piccola. Da questa formula
risulta anche che, essendo S0 = ω
3/(12α), il gas diluito di istantoni costituisce
una approssimazione sempre piu` accurata quando il parametro α 1. Vedremo,
3 Questo risultato e` valido per τ0 →∞
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tuttavia, che in QCD non esiste un parametro libero che puo` essere regolato in
modo tale da garantire la validita` di una tale approssimazione.
2.1.2 Stato fondamentale
Abbiamo visto che l’istantone descrive il tunneling tra due stati di vuoto classici
degeneri. Ma qual e` il vuoto vero (quantistico) della teoria? Per rispondere a
questa domanda occorre considerare le simmetrie del sistema. L’Hamiltoniana di





+ V (x) . (2.27)
Poiche´ la parte cinetica dell’Hamiltoniana e` invariante per trasformazioni di parita`
P , l’intera Hamiltoniana soddisfa
P†HP = H , (2.28)
quindi P commuta con H, [P , H] = 0. In questo modo, si e` liberi di scegliere
autofunzioni di H che siano anche autofunzioni dell’operatore parita` e quindi
Pψ(x) = λψ(x), con λ = ±1. Quindi, si ha che
ψ(−x) = ±ψ(x) o ψ(−x) = eiθψ(x), con θ = 0, pi . (2.29)
Questo vuol dire che tutti gli stati devono avere parita` definita, visto che in una
dimensione non c’e` degenerazione dei livelli discreti. Dal momento che l’ampiezza
di probabilita` di andare da una buca all’altra e` non nulla e che i singoli stati
classici di vuoto non sono invarianti per parita`, lo stato fondamentale del sistema






dove ψ0L(x) e ψ
0
R(x) sono le funzioni d’onda delle buche left e right nel caso in cui
la barriera centrale e` molto alta. La combinazione con parita` negativa (θ = pi)
definisce il primo stato eccitato.
Un altro sistema fisico in cui le simmetrie determinano la forma delle au-
tofunzioni dell’Hamiltoniana e` quello dei potenziali periodici. A tal proposito
consideriamo una particella soggetta a un potenziale periodico
V (x) = V (x+ a) . (2.31)
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In questo caso l’Hamiltoniana e` invariante per traslazioni x → x + a, quindi
[H, T (a)] = 0, con T (a) operatore traslazione. Di conseguenza, le autofunzioni
di H, dovendo essere anche autofunzioni di T (a), soddisfano la condizione
ψ(x+ a) = λψ(x), con λ = eiθ , (2.32)
con θ numero reale che puo` variare con continuita`.. E` possibile quindi scegliere
gli autostati di energia in modo che siano autostati di T (a), cioe` deve valere
T (a)ψ(x) = ψ(x+ a) = eiθψ(x) . (2.33)
Questa equazione esprime in modo semplificato il contenuto del teorema di Bloch.
Osserviamo che, a differenza di quanto avviene nel problema della doppia buca,
nel sistema dei potenziali periodici il parametro θ e` una variabile angolare che puo`
assumere qualsiasi valore tra 0 e 2pi ed e` legato con il quasi-impulso di un elettrone
in moto in un cristallo unidimensionale. Lo stato fondamentale di una particella
che si muove in potenziale periodico deve pertanto soddisfare la (2.33), cioe` per
traslazioni x→ x+a, deve assumere al piu` una fase, del tipo eiθ. Questi argomenti
di simmetria ritorneranno piu` avanti quando si discutera` lo stato fondamentale
della QCD.
2.2 I tanti vuoti della QCD
Vediamo come emerge la struttura a molti vuoti in QCD. Consideriamo la La-
grangiana di pura gauge della QCD nello spazio euclideo. A causa dell’invarianza
di gauge, non tutte le variabili Aµ(x) sono variabili dinamiche e possiamo sfrutta-
re questa liberta` per porre A4(x) = 0 (gauge temporale). La gauge temporale e`,
infatti, molto utile per studiare la struttura dei vuoti delle teorie di Yang-Mills,
in quanto, come vedremo, la Hamiltoniana del sistema assume una forma simile
a quella della meccanica quantistica.
Posto A4(x) = 0, l’energia del sistema dipendera` dalle componenti spaziali
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dove gli impulsi coniugati sono soggetti a dei vincoli, che si ricavano variando la







Derivando e imponendo, poi, la gauge temporale si ottiene, infatti
−∂σF c4σ − gfabcF a4µAbµ = 0
⇒ ∂iF c4i + gfabcF a4iAbi = 0
⇒ ∂iΠci + gfabcΠaiAbi = 0
(2.35)
da cui, i vincoli cui devono sottostare le variabili Ai(x) sono
4
Ga = ∂iA˙ai + gfabcA˙biAci = 0 (2.36)
e rappresentano l’analogo della legge di Gauss dell’elettromagnetismo.
Questa teoria presenta ancora un’invarianza, che e` quella per trasformazioni di
gauge che dipendono solo dalla variabile spaziale ~x (cos`ı la variabile A4 rimane
inalterata) e che sono della forma









Vediamo, adesso, come si caratterizzano gli stati di vuoto classici della QCD.
Uno stato di vuoto della teoria e` descritto da una configurazione di campo
avente densita` di energia zero. In una teoria non abeliana l’annullarsi del tensore
Fµν(x) non implica che i campi Aµ(x) debbano essere necessariamente costanti,
ma e` sufficiente che siano di “pura gauge”; avendo imposto la gauge temporale,
questa condizione si traduce in
A
(vac)





Cos`ı, ad ogni configurazione di campo con energia zero e` associata una funzione U
a valori nel gruppo e, se gli elementi del gruppo U(~x) sono identificati all’infinito
spaziale, U(~x) realizza un mapping da un’ipersfera S3 nel gruppo di gauge, che in
4 Con A˙i(x) intendiamo ∂4Ai(x).
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questo caso e` SU(3). Inoltre, essendo infinito il numero di trasformazioni U(~x),
tale sara` anche il numero di vuoti degeneri della teoria.
Tuttavia, esiste un modo per classificare gli stati di vuoto che fa uso del concetto
del numero di winding ν. Infatti, vi sono mapping U(~x) che possono essere ridotti
gli uni negli altri mediante deformazioni continue (di gauge) e altri, invece, che
non sono ottenibili per trasformazioni di gauge continue di qualche parametro.
Questo vuol dire che le funzioni U(~x) possono essere distinte in classi di omotopia,
caratterizzate ognuna da un determinato numero di winding ν, che esprime il
numero di volte in cui viene ricoperto il gruppo SU(3) ogni qual volta si fa un
giro completo sull’ipersfera S3 nello spazio delle coordinate. In questo modo, ogni
vuoto della teoria puo` essere identificato dal suo numero di winding ν, che e` un
numero intero, positivo, negativo o nullo.
La definizione del numero di winding per gruppi come SU(2) o SU(3) la si puo`
ricavare, per esempio, come estensione di quella per il gruppo U(1) in uno spazio
bidimensionale, in cui il dominio delle funzioni U(~x) e` un cerchio. Per maggiori
dettagli si veda [11].











dove θ1, θ2 e θ3 sono i tre angoli che parametrizzano l’ipersfera S3. Si puo`
dimostrare che il numero di winding gode di due importanti proprieta`:
• e` invariante omotopico, cioe` rimane inalterato quando le funzioni U(~x)
subiscono trasformazioni continue
• la composizione di due funzioni U (ν1)(~x) e U (ν2)(~x) restituisce una funzione
U (ν)(~x) con numbero di winding ν = ν1 + ν2
se U (ν) = U (ν1)U (ν2) ⇒ ν = ν1 + ν2 . (2.41)
2.2.1 Numero di winding per U(1)
Il significato del numero di winding risulta piu` intuitivo se si lavora con il
gruppo di gauge U(1) in uno spazio-tempo 2D (1+1) euclideo. Consideriamo per
semplicita` un cerchio di raggio unitario, i cui punti sono identificati da un angolo
{θ}, dove θ e θ + 2pi corrispondono allo stesso punto fisico. Il gruppo di gauge
U(1) e` inoltre descritto da un insieme di numeri complessi unimodulari {eiσ}
ed e` topologicamente equivalente a un cerchio unitario. In questo caso occorre
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individuare le classi di omotopia di mapping S1 → S1. Per qualche valore di θ
e numero intero ν (positivo, negativo o nullo), definiamo delle funzioni f(θ) nel
seguente modo:
f (ν)(θ) = ei(νθ+a) , (2.42)
con a numero reale. In realta`, le f (ν)(θ) cos`ı definite sono le piu` semplici funzioni
che si possono considerare per introdurre il numero di winding. Fissato ν, le piu`
semplici funzioni che si possono considerare sono
f0(θ) = e
i(νθ+a0), f1(θ) = e
i(νθ+a1) . (2.43)
Esse appartengono alla stessa classe di omotopia, in quanto si puo` definire una
funzione detta omotopia
F (θ, t) = ei[νθ+(1−t)a0+ta1] t ∈ [0, 1] , (2.44)
continua nel parametro t, per cui F (θ, 0) = f0(θ) e F (θ, 1) = f1(θ). Da queste
considerazioni si evince che due mapping sono deformabili con continuita` l’uno
nell’altro solo se sono caratterizzati dallo stesso valore ν. D’altra parte, ν rap-
presenta il numero di volte in cui ci si avvolge attorno al gruppo U(1), quando
si percorre una volta sola il cerchio di raggio unitario ed e`, quindi, il numero di
winding definito precedentemente.
2.3 Istantoni in QCD
Vediamo adesso se esistono delle soluzioni classiche delle equazioni di Yang-
Mills che, come in meccanica quantistica, consentono al sistema di transire da
un vuoto ad un altro. Per fare questo, scriviamo l’ampiezza di probabilita` di
transizione tra due stati di vuoto |ν〉 e |ν ′〉,
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2.3 Istantoni in QCD
dove, F˜ aµν = 1/2µνρσF
a


















































Dalla (2.49) risulta che l’azione assume il valore minimo (la (2.50) vale come
uguaglianza) quando I± = 0 e cio` avviene in corrispondenza di configurazioni
anti-duali del campo di gauge (I+ = 0) o auto-duali (I− = 0)
F aµν =
+F˜ aµν auto-duale−F˜ aµν anti-duale . (2.51)
In altri termini, i campi di gauge sono automaticamente soluzioni delle equa-
zioni del moto Daggµ Fµν = 0 se soddisfano l’equazione (2.51). Infatti, in virtu`
dell’identita` di Bianchi 5


















Si puo` dimostrare che, in corrispondenza di configurazioni di campo con azione




















= ∂µδac − gfabcAbµ .
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teoria, assumendo valori interi 0,±1,±2, ... . Un modo per vedere questo consiste
nel dimostrare, prima, che l’integrando della carica topologica si puo` scrivere come


























d3σ (n4K4 + niKi) , (2.55)
dove, S3∞ e` una sfera di raggio R → ∞ in uno spazio quadridimensionale e nµ e`
il 4-vettore normale all’elemento di superficie d3σ.
Volendo vedere cosa succede in corrispondenza delle configurazioni di vuoto della
teoria possiamo porre, per convenienza, A4(x) = 0 perche´, in ogni caso, essendo la
carica topologica invariante di gauge, il contenuto fisico della teoria non dipende
dalla nostra scelta della gauge. In questo modo, valutando la carica topologica
(2.55) in corrispondenza delle configurazioni di vuoto (2.39), ci accorgiamo che













dove, abbiamo indicato conQ+ eQ− il risultato delle due integrazioni. Calcoliamo


















da cui, utilizzando l’antisimmetria del tensore  e l’identita` ∂j (UU
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Quest’espressione coincide proprio con la definizione del numero di winding.
Come si vede dalla (2.56), le configurazioni di campo con valori di Q non nulli
connettono due configurazioni di vuoto caratterizzati da numeri di winding di-
versi e percio` non riducibili l’uno nell’altra mediante deformazioni continue. In
particolare, la soluzione Aµ(x) corrispondente a Q = 1, consente al sistema di
passare da uno stato di vuoto che a x0 = −∞ ha numero di winding Q−, ad un
altro stato di vuoto con numero di winding Q+ = Q− + 1 al tempo x0 = ∞.
Questa configurazione di campo prende il nome di istantone, mentre quella con
Q = −1 e` nota come anti-istantone. All’istantone e all’anti-istantone e` associata
la piu` piccola azione possibile non banale, pari a 8pi2/g2.
Osserviamo infine che:
• configurazioni di campo con carica topologica differente, non possono es-
sere deformate con continuita` le une nelle altre senza violare la finitezza
dell’azione
• fissato il valore di Q, esiste una traiettoria ben determinata che realizza un
minimo dell’azione.
Se volessimo definire l’analogo della carica topologica nell’ esempio quanto-meccanico
della particella soggetta ad una energia potenziale a doppia buca, limitandoci ai










Poiche´ la coordinata x a un tempo infinito deve assumere i valori ±a (in modo
che l’azione sia finita), vediamo che la carica topologica Q = 0, 1,−1. Se Q = 0,
i percorsi che minimizzano l’azione sono quelli per cui x(τ) = a o x(τ) = −a, ∀τ ;
se, invece, Q = ±1 le soluzioni classiche sono gli istantoni e gli anti-istantoni.
2.3.1 Forma esplicita dell’istantone in SU(2)
Vediamo che forma assumono le soluzioni istantoniche Aµ(x) partendo pero` dal
gruppo piu` semplice SU(2) [36]. Affinche´ l’azione rimanga finita, una configura-




† U(x) ∈ SU(2) . (2.59)
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Affinche´ Aµ(x) descriva un istantone, U(x) deve essere scelto in modo tale che





















dove ηaµν sono i cosiddetti simboli di ’t Hooft
ηa00 = 0, ηaij = aij, ηa0i = −δai, ηai0 = δai. (2.62)
Questa e` la forma asintotica dell’istantone. Per trovare la sua forma valida per








dove f(x2) deve soddisfare le condizioni f(x2)→ 1 per x2 →∞ e f(x2) ≈ x2 per
x2 → 0, in modo da non avere singolarita` nell’origine. La funzione f(x2) deve
essere ricavata in modo tale che il tensore di campo F aµν risulti auto-duale. Da
F aµν(x) = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − gabcAbµAcν ,
si ricavano 6 il tensore di campo
















e il suo duale







f − xµηaνγxγ − xνηaµγxγ
x4
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6Alcune relazioni utili per i simboli di ’t Hooft sono le seguenti:
abcηbµρηcνσ = δµνηaρσ − δµσηaρν + δρσηaµν − δρνηaµσ
µνλσηaγσ = δγµηaνλ − δγνηaµλ + δγληaµν
ηaµνηaµν = 12
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Cos`ı, F aµν = F˜
a





dove ρ e` una costante di integrazione con dimensioni di una lunghezza. L’istan-








e dalla (2.64) si ricava che







che da` come integrale d’azione (utilizzando la terza relazione della nota 6) il valore
S = 8pi2/g2, come ci si aspetta.
A questo punto possiamo fare alcune osservazioni:
• Nonostante il fatto che Aaµ vada a zero all’infinito come 1/x, F aµν e` ben
localizzato nello spazio-tempo euclideo. Infatti F aµν va a zero come 1/x
4.
• L’azione dell’istantone assume sempre lo stesso valore comunque si sceglie
il parametro ρ, chiamato size o dimensione dell’istantone.
• La soluzione (2.66) e` centrata nel punto x = 0 ma, essendo il problema







(x− x0)2 + ρ2





[(x− x0)2 + ρ2]2 .
La soluzione dell’anti-istantone si puo` ricavare in modo analogo partendo, que-
sta volta, dalla matrice di mapping U † a cui corrisponde il valore della carica
topologica Q = −1.
Sulle soluzioni istantoniche o anti-istantoniche si possono eseguire delle trasfor-
mazioni che generano altre soluzioni, corrispondenti sempre allo stesso valore di
carica topologica e che sono esprimibili in termini di nuovi parametri, detti va-
riabili collettive. Le variabili collettive si identificano quindi con i gradi di liberta`
di tali soluzioni. In SU(2) vi sono in tutto otto variabili collettive:
• quattro coordinate per il centro x0 (associate alle traslazioni)
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• la size ρ (associata alle dilatazioni)
• tre parametri ωa associati a trasformazioni globali del gruppo SU(2). Se
Aµ(x) e` una soluzione, per trasformazioni appartenenti a SU(2), essa di-
venta
















Inoltre, le trasformazioni di gauge possono non venir considerate nel calcolo del
numero delle variabili collettive, dato che esse producono semplicemente soluzioni
in un’altra gauge; si puo` anche dimostrare che non contribuiscono neanche le sei
trasformazioni di Lorentz e le trasformazioni di inversione di coordinate [36].
2.3.2 Passaggio a SU(N)
Ci possiamo adesso chiedere che forma assumono gli istantoni e qual e` il nu-
mero di variabili collettive nel gruppo SU(N). Per rispondere a queste domande
bisogna ricordare il teorema di Raoul Bott, che afferma che per ogni gruppo
di Lie semplice tutte le funzioni continue f : S3 → G si possono ricondurre a
mapping in un sottogruppo SU(2) di G mediante deformazioni continue.
In particolare, il teorema vale anche per SU(N) e cos`ı, tutte le soluzioni istan-
toniche per SU(N) coincidono con quelle trovate per SU(2). Quante sono le
variabili collettive in gruppi SU(N) piu` grandi di SU(2)?
Supponiamo che l’istantone sia definito nel sottogruppo SU(2) che agisce sulle
prime due componenti della rappresentazione definente di SU(N). Cos`ı vi sono
tre generatori che riescono a ruotare l’istantone e generatori che lo lasciano inva-
riato, corrispondenti a una matrice unitaria di dimensione (N−2)(N−2). Questi
ultimi sono in tutto 4(N − 2). In definitiva, sommando anche i parametri liberi
associati alle traslazioni e dilatazioni, si ottengono 4 + 1 + 3 + 4(N − 2) = 4N
variabili collettive.
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2.4 Ampiezza di Tunneling
Conoscere il numero delle variabili collettive e` importante per calcolare l’am-
piezza di transizione tra due vuoti con numeri di winding diversi. Cos`ı come
in meccanica quantistica, l’integrale sui modi zero e` sostituito con integrali sulle
corrispondenti variabili collettive e ogni modo zero porta il fattore
√
S0, dove S0
e` l’azione calcolata sul cammino classico.
Consideriamo la seguente ampiezza di transizione















Se l’accoppiamento g2 ≈ 0, il contributo dominante all’integrale proviene da un
cammino classico (che in questo caso e` rappresentato da un istantone centrato
in un punto x0 e con size ρ arbitraria) e da piccole fluttuazioni attorno ad esso.





〈ν + 1|e−Hτ |ν〉 ' e−
8pi2
g20
∫ [Daaµ] e− 12 ∫ d4xL′′[Aa(ist)µ ]a2 , (2.69)
o in termini di determinanti
〈ν + 1|e−Hτ |ν〉 ' e−
8pi2
g20 (detL′′)−1/2 (2.70)
dove L′′[Aa(ist)µ ] indica la derivata seconda della Lagrangiana calcolata nella solu-
zione istantonica. Nel proseguire il calcolo si incontrano diversi problemi:
• l’operatore L′′ ammette modi zero a causa dell’invarianza di gauge. Oc-
corre, cos`ı, modificare l’azione di partenza in modo da risolvere questa
degenerazione ma senza alterare il contenuto fisico della teoria;
• si incontrano divergenze ultraviolette, che vengono eliminate mediante rego-
larizzazione prima e rinormalizzazione poi della costante di accoppiamento.
Cos`ı diventa necessario calcolare l’ampiezza 〈ν + 1|e−Hτ |ν〉|reg;
• sono presenti nel determinante divergenze infrarosse, ossia modi zero. Que-
sto problema viene risolto integrando sulle 12 (4N) coordinate collettive.
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dove x0 e ρ sono la coordinata del centro e la size dell’istantone e θ, φ e ψ
sono gli angoli da cui dipendono le matrici di trasformazione nello spazio
di colore. M e` la massa di un campo vettoriale introdotto per regolarizzare
l’ampiezza e la presenza del fattore ρ3 si puo` giustificare su basi dimensionali
(in questo modo l’espressione sopra e` adimensionale).
Il calcolo esatto dell’ampiezza di transizione e` stato realizzato da ’t Hooft (1976) e








dove d(ρ) e` la densita` istantonica data da
d(ρ) =
C1







In questa espressione C1 e C2 sono delle costanti che dipendono dallo schema di
regolarizzazione adoperato, mentre g1(ρ) e g2(ρ) sono le costanti di accoppiamento































Se si sostituiscono queste ultime due espressioni nella (2.71), si ottiene la dipen-
denza esplicita della densita` istantonica dalla size ρ





















Da qui e` evidente che istantoni di piccola size contribuiscono poco all’ampiezza,
mentre sembrerebbe che quelli con ρ  (1/M) portino ad una divergenza. In
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realta` questo non e` proprio vero perche´ se ρ supera il valore 1/M , lo sviluppo
perturbativo che ci ha portato alla (2.71) non e` piu` valido. Va notato, comunque,
che se la size ρ e` molto grande, questo calcolo di singolo istantone e` inesatto
anche perche´ gli istantoni“grossi” risentirebbero della presenza di altri istantoni
e bisognerebbe tener conto delle loro interazioni.
Finora abbiamo considerato un evento di tunneling ad opera di un solo istan-
tone. In realta` andrebbero considerate tutte le soluzioni classiche che connettono
due vuoti e tutte queste dovrebbero essere incluse nell’azione S0 che caratterizza
la transizione. A questo punto sorge il problema di scrivere l’azione corretta e
di saper descrivere le interazioni istantone-antiistantone. Quando in meccanica
quantistica si studiano problemi di tunneling, e` possibile specificare sotto quali
condizioni le pseudoparticelle si comportano essenzialmente come particelle libe-
re e quindi scegliere i parametri in modo opportuno. Tuttavia, in QCD questa
possibilita` non sussiste, perche` a livello classico tutti i parametri della teoria sono
adimensionati e fissati. L’unica scala di massa, ΛQCD, emerge a livello quantisti-
co. Ad ogni modo, se la size ρ e` sufficientemente piccola, da poter considerare n
pseudoparticelle ben separate tra loro, l’azione sara` data da
Sn = n× 8pi2/g2(ρ), (2.76)
e il sistema cos`ı descritto prende il nome di gas diluito di istantoni.
Se, invece, le pseudoparticelle risentono della presenza delle altre, l’azione totale
deve tenere conto di un termine di interazione




Questo lascia presupporre che per ρ→∞ (particelle fortemente interagenti) Sint
cresca e che il termine e−Sint sia fortemente soppresso.
Abbiamo visto che gli istantoni descrivono tunneling tra configurazioni di vuoto
a x0 = ±∞ che hanno numeri di winding differenti. Ma, qual e`, allora, lo stato
fondamentale della teoria?
2.5 Vuoto θ in QCD
Dal momento che la QCD ammette tanti stati di vuoto tra cui vi e` effetto
tunnel, in completa analogia con i sistemi a doppia buca e quelli con poten-
ziali periodici, lo stato fondamentale della teoria puo` essere pensato come una
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cν |ν〉 , (2.78)
dove cν sono dei coefficienti che possono essere anche complessi. Vogliamo de-
terminare esplicitamente la struttura dello stato fondamentale. Per fare questo
consideriamo un operatore Uˆ1 a cui e` associato numero di winding uno. In virtu`
della (2.41), se si applica l’operatore Uˆ1 ad uno stato di vuoto con numero di
winding ν, si ottiene una transizione verso lo stato di vuoto |ν + 1〉
Uˆ1|ν〉 = |ν + 1〉 . (2.79)
E` chiaro quindi che gli stati di vuoto classici |ν〉 non sono singolarmente stati fisici,
poiche´ non sono invarianti per trasformazioni di gauge generate dall’operatore Uˆ1.
Se si richiede che lo stato fondamentale sia invariante per trasformazioni di gauge,
esso deve quindi assumere al piu` una fase
Uˆ1|Ω〉 = eiθ|Ω〉 , (2.80)
dove θ e` un parametro che in linea di principio puo` assumere qualsiasi valore tra
0 e 2pi (vedremo piu` avanti che il valore di θ e` una costante fondamentale della


















Cos`ı, per ogni ν deve aversi cν = e
−iθcν−1. Ponendo c0 = 1, i coefficienti devono
essere del tipo cν = e





e−iνθ|ν〉 ≡ |θ〉 , (2.82)
ed e` noto in letteratura come vuoto θ. Osserviamo che i diversi vuoti θ sono
ortogonali tra loro e che l’ampiezza di transizione tra due differenti stati di vuoto
e` diversa da zero solo se θ = θ′. Infatti, usando il formalismo del path integral si
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′−ν)θ′f(ν ′ − ν)
ma ν ′ − ν = Q






Questa proprieta` e` nota come regola di superselezione. Per ogni valore di θ si
potrebbe costruire uno spazio di Hilbert degli stati del sistema e le teorie risultanti
sarebbero fisicamente molto diverse tra loro. Infatti, vedremo che l’introduzione
del termine θ in QCD ha delle conseguenze fenomenologiche molto importanti.
Fino ad ora, la QCD non riesce a prevedere il suo valore ma, in ogni caso, e` una
cosa certa che l’angolo θ deve rimanere costante nel tempo, dal momento che
[H, Uˆ1] = 0. Vedremo piu` avanti qual e` il suo valore previsto dagli esperimenti e
quali sono le conseguenze teoriche.
Notiamo anche che, al variare di θ, i diversi stati fisici di vuoto hanno densita`
di energie differenti. Per vedere questo, utilizziamo il risultato (2.83) e poniamo
θ′ = θ, cos`ı otteniamo l’energia dello stato fondamentale relativa allo stato |θ〉.
Inoltre, calcoliamo l’ampiezza in approssimazione semiclassica, utilizzando come
modellino il gas diluito di istantoni: supponiamo che esistano n+ e n− soluzioni
di istantoni e di anti-istantoni aventi centri arbitrariamente ben separati tra loro
e distribuiti nel volume del sistema secondo una Poissoniana. Ricordando che











dove D e` un volume di normalizzazione [6]. Chiamando
A = DV e−8pi
2/g2+iθ, B = DV e−8pi
2/g2−iθ ,
riconosciamo che la formula di partenza e` il prodotto delle serie di Taylor di eA
ed eB, cos`ı
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da cui, la densita` di energia E(θ) di un vuoto θ e`, allora, data da
E(θ) = − 1
V
log
[〈θ|e−Hτ |θ〉] = −2De−8pi2/g2 cos θ . (2.86)
In realta`, non e` corretto far uso del modello a gas diluito di istantoni a T = 0,
poiche´ solo a T sufficientemente elevate le sovrapposizioni tra i vari istantoni sono
trascurabili. Ad oggi non si conosce la forma esatta dell’energia libera a T = 0
in QCD, ma e` noto solo che e` una funzione pari e periodica in θ. Rimandiamo
all’ultimo capitolo di questo lavoro per lo studio della dipendenza E(θ) anche a
temperatura zero.
2.6 Funzione di partizione in QCD
Dopo aver introdotto il vuoto θ in QCD e descritto il ruolo degli istantoni,
vediamo come il parametro θ compare nella funzione di partizione della QCD di
pura gauge.
A temperatura zero, la funzione di partizione e` il valore di aspettazione sul
vuoto dell’operatore e−Hτ
Z = 〈θ|e−Hτ |θ〉 a T = 0 . (2.87)
Usando il formalismo del path-integral e passaggi simili a quelli che ci hanno






















e poiche´ l’integrale dipende solo dalla differenza Q+ν−ν = Q, si ottiene, a meno





[DA] e−S[A]+iθQ . (2.89)
dove l’integrale funzionale e` eseguito su tutte le configurazioni di gauge periodiche,
Aµ(x, 0) = Aµ(x, β =∞) e le condizioni al contorno per il termine con carica Q
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sono












− ∫∞0 dτ ∫ d3x [ 14FaµνFaµν−i θ32pi2 Faµν F˜aµν] . (2.90)
La funzione di partizione si ottiene, quindi, calcolando integrali funzionali eseguiti
su configurazioni di gauge che descrivono tunneling tra stati di vuoto classici, la
cui differenza di numeri di winding vale Q. Ad ogni configurazione di campo e`
associato un peso pari a e−S[A]+iθQ. In realta`, la presenza di un termine complesso
impedisce di considerare l’argomento dell’esponenziale come un vero e proprio
peso statistico; vedremo piu` avanti come questo problema potra` essere superato.
Quindi, se si vuole includere il parametro θ nella formulazione del path integral,
occorre utilizzare la seguente densita` di lagrangiana euclidea








dove q(x) e` la densita` di carica topologica. La funzione di partizione a T finita e`
formalmente uguale alla (2.90), solo che questa volta l’integrale funzionale e` ese-
guito su configurazioni Aµ che soddisfano Aµ(x, 0) = Aµ(x, 1/T ) e all’esponente,
l’integrale sulla dimensione temporale ha come estremi 0 e 1/T .
Dato che possono avvenire transizioni solo tra stati caratterizzati da uno stesso
valore di θ, ci possiamo chiedere: qual e` in natura il valore di θ ? Questo e` ancora
un problema non risolto riguardante le proprieta` delle interazioni forti e legato
al problema della violazione forte di CP. Infatti il termine q(x), che moltiplica il
parametro θ nella funzione di partizione, non e` invariante sotto P e T , in quanto
q(x) ∝ F aµν(x)F˜ aµν(x) = ~Ea · ~Ba.
Per trasformazioni di parita` e di inversione temporale la quantita` ~Ea · ~Ba non e`
invariante (e di conseguenza non e` invariante neanche sotto CP ) e questo va in
contrasto col fatto che le interazioni forti non sembrano violare ne´ P ne´ T . Quindi
il valore di θ dovrebbe essere zero o comunque molto piccolo. Possibili violazioni di
CP sono state ricercate nella misura del momento di dipolo elettrico del neutrone
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[8],il cui limite sperimentale e` |dn| < 2.9×10−26 e cm. Basandosi su ragionamenti
dimensionali 7, dn ≈ |θ|em2pi/m3N ≈ 10−16|θ|e cm, si ottiene |θ| < 10−10.
Esiste anche un argomento [38] che mostra che, se uno dei quark avesse massa
nulla, la conservazione di CP sarebbe preservata nonostante la presenza di θ
nella teoria. Tuttavia, analizzando i rapporti tra le masse dei quark, risulta che
nessuno di essi ha massa nulla e probabilmente l’unica cosa che si puo` dire e` che
gli effetti di θ sono limitati dalla presenza dei quark leggeri u e d.
Nonostante tutto, la dipendenza non banale delle teorie di gauge SU(N) dal
parametro θ e` di grande importanza nella fenomenologia adronica. Ad esempio,
nel contesto dell’espansione a grandi “numeri di colore”, essa fornisce una spiega-
zione del cosiddetto problema U(1)A, dando una stima della massa del mesone η
′.
La grandezza che svolge un ruolo fondamentale nella risoluzione di tale problema
e` l’energia libera e in particolare la sua derivata seconda rispetto a θ, chiamata
suscettivita`, che verra` introdotta nelle prossime sezioni.
2.7 Simmetrie chirali della QCD
2.7.1 Simmetrie di flavour









Se le masse dei quark vengono considerate tutte diverse tra loro, si puo` vedere
facilmente che la Lagrangiana e` invariante per trasformazioni globali del gruppo
G = U(1)u ⊗ U(1)d ⊗ U(1)s ⊗ U(1)c . . . , la cui azione sui campi e` del tipo
ψf → ψ′f = eiαfψf . Per il teorema di Noether vi saranno in tutto sei correnti
conservate Jµf , una per ogni generatore del gruppo G.
Tuttavia, se si fanno delle approssimazioni sulle masse dei quark, e` possibile
individuare dei gruppi di simmetria piu` grandi di G. Ad esempio, se si pone
mu = md = m (nonostante misure sperimentali mostrino che md ' 2mu), la
Lagrangiana (2.92) si puo` riscrivere come
L = ψ¯(x)(iγµDµ −M)ψ(x) +
∑
fpesanti
ψ¯f (x)(iγµDµ −mf )ψf (x) + LG, (2.93)
7 Le masse dei quark u e d sono approssimativamente dell’ordine m2pi/mN , dove la massa dei
nucleoni e` usata come scala di massa dell’energia in QCD.
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e per trasformazioni dei campi
ψ → V ψ, con V = eiαeiTaθa , (2.95)
la Lagrangiana (2.93) e` ancora invariante. Cos`ı il gruppo di simmetria, suppo-
nendo mu = md, sara` G
′ = U(2)⊗ U(1)s ⊗ U(1)c ⊗ . . . .
Inoltre, se assumiamo che L sapori abbiano masse nulle (solitamente questo e`
ragionevole solo per i quark u, d s, per i quali mu,md  ms < ΛQCD) vengono
fuori ulteriori simmetrie, dette simmetrie chirali, in quanto la Lagrangiana risulta
invariante per trasformazioni che agiscono in maniera diversa sulle componenti left
e right degli spinori. Pertanto, per L sapori a masse nulle il gruppo di invarianza
e` dato da
G = U(L)L ⊗ U(L)R ⊗ . . . = SU(L)L ⊗ SU(L)R ⊗ U(1)L ⊗ U(1)R ⊗ . . . ,
dove le trasformazioni delle componenti left e right sono








U(1)L ⊗ U(1)R :
ψL → eiαLψLψR → eiαRψR . (2.97)
Denotiamo adesso con VL ∈ SU(L)L e VR ∈ SU(L)R le matrici corrispondenti
alle trasformazioni (2.96). E` possibile dimostrare che una trasformazione del
campo ψ sotto il gruppo SU(L)L ⊗ SU(L)R si puo` sempre scrivere, scegliendo
i parametri in modo opportuno, come una composizione di una trasformazione
vettoriale SU(L)V ( per la quale VL = VR ≡ V ) e di una trasformazione assiale
SU(L)A (per la quale V
†
R = VL ≡ A). Inoltre, anche ogni elemento appartenente
al gruppo U(1)L⊗U(1)R si puo` sempre ottenere componendo una trasformazione
vettoriale di U(1)V e una di U(1)A. In questo modo, il gruppo delle trasformazioni
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chirali si puo` anche scrivere come 8
G ' SU(L)V ⊗ SU(L)A ⊗ U(1)V ⊗ U(1)A ⊗ . . . , (2.98)
e le trasformazioni agiscono sui campi dei quark nel seguente modo 9
SU(L)V : ψ → eiωaV Taψ U(1)V : ψ → eiαV ψ
SU(L)A : ψ → eiωaAγ5Taψ U(1)A : ψ → eiαAγ5ψ
.
(2.99)
Utilizzando ancora una volta il teorema di Noether, si ricavano le seguenti espres-














Dalle equazioni del moto di Dirac, si puo` vedere che queste correnti sono tutte
conservate nel limite chirale. Invece, ripristinando i termini di massa, solo la sim-
metria U(1)V risulta esatta e a questa e` associata la conservazione del numero
barionico; la simmetria SU(L)A viene rotta esplicitamente, mentre la simmetria
SU(L)V e` conservata solo nell’approssimazione di masse uguali dei quark legge-
ri. Osserviamo, comunque, che quanto detto e` valido a livello classico. Infatti,
nelle teorie quantistiche di campo si possono presentare delle anomalie e questo
sara` proprio il caso della simmetria U(1)A. Come vedremo piu` avanti l’anomalia
quantistica rompe la simmetria U(1)A anche per masse nulle. Prima di affrontare
questo argomento vediamo come vengono realizzate le altre simmetrie chirali in
QFT .
2.7.2 Mesoni pseudoscalari ed il problema U(1)
Assumiamo L = 3. Nonostante il gruppo chirale sia dato dalla (2.98), gli stati
adronici osservati risultano classificabili solamente in multipletti del sottogruppo
vettoriale SU(3)V ⊗ U(1)V . Questa proprieta` si puo` spiegare ipotizzando che
8 Notiamo, tuttavia, che non si tratta di una vera e propria uguaglianza poiche´ SU(L)A
non e` un gruppo, in quanto non chiuso rispetto all’operazione prodotto. Moltiplicando due




9 D’ora in poi in questo capitolo considereremo solo i campi degli L quark piu` leggeri.
I campi dei flavour piu` pesanti possono cambiare solo di una fase se si vuole lasciare
invariata la Lagrangiana.
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l’intero gruppo chirale sia rotto spontaneamente con pattern di rottura
SU(3)V ⊗ SU(3)A ⊗ U(1)V ⊗ U(1)A → SU(3)V ⊗ U(1)V . (2.101)
Infatti, si puo` dimostrare che, se la simmetria SU(3)V ⊗ SU(3)A fosse realizzata
alla Wigner-Weyl, applicando a ogni stato adronico |h〉 (con dati massa, numero
barionico e parita`) gli operatori di carica assiali QAa , dovrebbe esistere un cor-
rispondente stato adronico avente la stessa massa, stesso numero barionico ma
parita` opposta. La mancata osservazione di tutte queste “nuove” particelle e
l’esistenza, nello stesso tempo, di un ottetto di mesoni pseudoscalari JP = 0−
aventi masse molto piu` piccole degli altri stati adronici, hanno avvalorato l’ipo-
tesi che la simmetria SU(3)V ⊗ SU(3)A sia rotta spontaneamente e che i mesoni
pseudoscalari con JP = 0− corrispondano ai bosoni di Goldstone nel limite chirale.
Per gli stessi motivi sembrerebbe che anche la simmetria U(1)A sia rotta spon-
taneamente e che esista, di conseguenza, un nono bosone di Goldstone singoletto
di flavour. In particolare, Weinberg [38], analizzando gli autostati di massa previ-
sti da una Lagrangiana chirale efficace con nove bosoni di Goldstone, ha stimato
che dovesse esistere una particella con massa m <
√
3mpi (limite di Weinberg). I
candidati piu` plausibili sono i mesoni η (549) (ben descritto da una Lagrangiana
chirale efficace con otto bosoni di Goldstone) ed η′ (985), ma entrambi superano
abbondantemente questo limite ( essendo mpi ' 140MeV ). Quindi, nemmeno
invocando la rottura spontanea di simmetria si riesce a giustificare la massa dell’
η′ e a questo apparente paradosso e` stato dato il nome di problema U(1).
2.7.3 Rottura anomala della simmetria U(1)A
La soluzione del problema sta nel fatto che la simmetria per trasformazioni
chirali U(1)A esiste solo a livello classico e quindi il teorema di Goldstone non
e` applicabile. Infatti, a livello quantistico, la quadri-divergenza della corrente
ad essa associata non e` nulla e la simmetria U(1)A e` affetta da un’ anomalia.
La rottura della simmetria U(1)A venne scoperta in teoria perturbativa e, come
mostro` ’t Hooft [22], i suoi effetti sono spiegabili in termini non perturbativi,
ovvero grazie alla presenza degli istantoni in QCD.
Per trovare il termine di anomalia utilizziamo il formalismo degli integrali fun-
zionali. In una teoria classica, l’invarianza del funzionale d’azione S[φ] per de-
terminate trasformazioni dei campi, e` sufficiente a garantire che queste siano
simmetrie del sistema. Invece, nelle teorie quantistiche di campo la grandezza
che occorre considerare per determinare le simmetrie del sistema e` il funziona-
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le generatore, da cui si possono ricavare tutte le funzioni di correlazione. Nello
spazio Minkowskiano, il funzionale generatore (in assenza di termini di sorgente)
Z =
∫
[dφ] eiS[φ] con S[φ] =
∫
d4xL(φ, ∂φ) (2.102)
in seguito ad una trasformazione locale dei campi 10






Se la misura di integrazione non cambia, cioe` [dφ] = [dφ′], si ottiene il risultato
classico ∂µj
µ
a = −δaL. Se invece la misura di integrazione non e` invariante sotto
le trasformazioni (2.103) e supponendo che essa cambi come
[dφ′] = eiA[f ][dφ] ' (1 + iA[f ])[dφ] con A[f ] =
∫
d4x fa(x)Aa(x), (2.105)
si ottiene la seguente uguaglianza operatoriale
∂µjˆ
µ
a = −δaLˆ − Aˆa, (2.106)
dove le funzioni Aˆa(x) rappresentano i termini di anomalia.
Come abbiamo detto nel capitolo §1, utilizzando le regole di integrazione sulle
variabili di Grassmann, si puo` dimostrare che, in seguito a trasformazioni lineari
dei campi ψ(x) e ψ¯(x) (secondo matrici U che agiscono sugli indici di flavour e
di colore)
ψ′(x) = U(x)ψ(x), ψ¯′(x) = ψ¯(x)γ0U †γ0 = ψ¯(x)U¯(x) (2.107)

























10qui supponiamo che le fa(x) siano funzioni arbitrarie infinitesime che all’infinito vanno a zero
in modo sufficientemente rapido da garantire che un loro termine di bordo sia nullo
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dove L e` il numero di flavour leggeri considerati nel limite chirale. Dalla (2.106) se-
gue che, sebbene la Lagrangiana sia invariante nel limite chirale per trasformazioni
U(1)A, la corrente j
µ
5 non e` conservata
∂µj
µ
5 (x) = −AˆU(1)A = 2Lq(x), (2.111)







a e` la densita` di carica topologica. D’altronde, dalla
(2.53), risulta che il termine di anomalia puo` essere espresso come la quadri-
divergenza della corrente di Chern-Simons Kµ
∂µj
µ
5 (x) = 2L∂µK
µ, (2.112)
e cos`ı sembrerebbe che l’integrale dell’anomalia dia contributo nullo. In realta`, e`
proprio la presenza degli istantoni a rendere non banale la (2.110) e tutto e` legato
alle condizioni al contorno che vengono imposte sui campi di gauge. Infatti, se si
assume che i campi Aµ vadano a zero all’infinito spaziale, la simmetria U(1)A non
sarebbe una simmetria anomala nel limite chirale; se invece, Aµ(x) sono campi di
pura gauge all’infinito, allora esistono configurazioni per cui
∫
d4xq(x) 6= 0. Ad
esempio, se Aµ(x) corrisponde al campo di un istantone, l’integrale della (2.112)
sara` pari a 2L. Dalla (2.111) segue che la variazione di carica assiale Q5 e` legata
alla carica topologica nel modo seguente









Nella prossima sezione vedremo come la rottura anomala della simmetria U(1)A,
legata alle proprieta` topologiche della teoria, possa giustificare il valore della
massa dell’ η′. Contributi importanti in questa direzione sono stati dati da ’t
Hooft, Witten e Veneziano.
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2.7.4 Soluzione del problema U(1)A : Meccanismo di Witten
L’idea di Witten [41] era essenzialmente dimostrare che l’anomalia potesse dare
massa a quel nono bosone di Goldstone “mancante”, ammesso che fosse possibile
estrarre dalla QCD una teoria in cui la simmetria U(1)A risulti rotta spontanea-
mente. La teoria in cui l’anomalia forte U(1)A puo` essere considerata solo una
piccola perturbazione e` la teoria a “ infiniti colori”, introdotta da ’t Hooft [21].
’t Hooft fu il primo a concepire una teoria di gauge SU(Nc) in cui l’indice
di colore Nc → ∞ e che avesse la stessa scala di energia della QCD (ΛQCD) e
lo stesso numero di flavour. Se nella (1.17) si fissano l’energia µ e il parametro
di scala ΛQCD, si ottiene che la costante di accoppiamento efficace e` soppressa
∝ 1/Nc. Pertanto il limite proposto da ’t Hooft consiste in
Nc →∞, con g2(µ) ·Nc , Nf fissati. (2.114)
Anche se l’idea di un’espansione in 1/Nc sembra confutabile dato che in natura
Nc = 3, Witten fece notare che Nc e` l’unico parametro libero noto della QCD
[40] e che tale espansione e` una buona approssimazione perche´ conduce a risultati
qualitativamente corretti.
Dalla (2.114), essendo g2 ∝ 1/Nc, segue che la densita` di carica topologica e`
soppressa ∝ 1/Nc
q ∝ g2µνρσF µνa F ρσa ∼ 1/Nc, (2.115)
e cos`ı la carica assiale e` conservata per Nc →∞.
La grandezza fondamentale usata da Witten per ricavare la massa dell’ η′ e` la




dove T e` l’usuale operatore T -ordinato 11. La suscettivita` puo` essere vista come
il valore, a impulso nullo, della trasformata di Fourier χ(k) della funzione a due




11 In realta`, questa non e` la definizione corretta della suscettivita` topologica in quanto il pro-
dotto T-ordinato e` mal definito quando x→ 0. La prescrizione corretta (vedere appendici di
[41] e [26]) prevede l’aggiunta, al secondo membro della (2.116), di un “termine di contatto”
χ1P , dove 1P sta per one point.
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[LQCD[ψ, ψ¯, Aµ] + θq(x)]) (2.118)











e utilizzando questa forma si puo` dimostrare che, poiche´ in una teoria con quark a
massa nulla la dipendenza di Z da θ scompare, la suscettivita` si annulla. Infatti,
nel limite chirale, L(M=0)QCD e` invariante per trasformazioni dei campi ψ → eiαγ5ψ
e ψ¯ → ψ¯e−iαγ5 , ma la misura di integrazione fermionica acquista il termine di







d4x(L(M=0)QCD +θq(x) . (2.120)
Poiche´ α e` un parametro arbitrario, se si sceglie α = θ/(2L) scompare la dipen-
denza da θ. Ma il fatto che χ = 0 nel limite chirale porta un piccolo paradosso.
Per vedere questo osserviamo innanzitutto che la funzione χ(k) e` una somma di
infiniti diagrammi, di cui alcuni sono puramente gluonici e ad altri contengono
loop di quark. Tenendo conto che, nella teoria a infiniti colori i diagrammi do-
minanti sono quelli planari e che ogni loop fermionico e` soppresso di un fattore
1/Nc [40, 21] si ottiene che i termini dominanti nella χ(k) sono
χ(k) = A0(k) + A1(k) + A2(k) + . . . . (2.121)
In questa espressione, A0(k) e` somma di diagrammi puramente gluonici e si puo`
dimostrare che e` ordine O(N0c ), A1(k) e` somma di diagrammi planari con un loop
fermionico ed e` ordine 1/Nc, e cos`ı via
13. La (2.121) si puo` riscrivere esplicitando
la propagazione di tutti i possibili stati mesonici intermedi |n〉





+ . . . , (2.122)
dove il secondo termine della somma rappresenta A1(k) ∼ O(1/Nc) e 〈0|q(0)|n〉
12 Per ricavare questa formula si restringe dapprima la Z ad un 4-volume V , che alla fine del
calcolo viene mandato a infinito.
13 Il termine di contatto χ1P e` contenuto in A0(k), poiche´, all’ordine dominante in 1/Nc,
non vi sono loop fermionici nelle funzioni a un punto [41]. Quindi χ1P e` ordine zero nello
sviluppo in 1/Nc.
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e` l’ampiezza relativa alla creazione del mesone n-esimo dal vuoto.
Ora entra in gioco il paradosso. L’ipotesi di Witten e` che la suscettivita` in






+ . . . , (2.123)
come puo` il secondo termine, che e` soppresso rispetto ad A0, rendere nulla la
suscettivita`?
Dalla (2.123) e` evidente che se esistesse una particella con massa quadra M2s
dell’ordine 1/Nc e con gli stessi numeri quantici dello stato 〈0|q(0)|, la suscettivita`









































Fs non e` noto sperimentalmente ma, all’ordine dominante nello sviluppo in 1/Nc







Witten e Veneziano ritenevano che la particella candidata a descrivere lo stato |s〉
fosse il mesone η′, in quanto singoletto di flavour pseudoscalare. Reintroducendo
le masse dei quark piu` leggeri e utilizzando, ad esempio, la Lagrangiana chirale
efficace di Witten-Di Vecchia-Veneziano et al., si ottiene una correzione alla massa





η′ − 2M2K . (2.127)
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Sostituendo L = 3 e i valori sperimentali Mη′ ≈ 958 MeV, Mη ≈ 547 MeV,
MK ≈ 494 MeV e Fpi ' 92 MeV, si ottiene come previsione χ ≈ (180 MeV)4. Le
previsioni teoriche di Witten e Veneziano sulla suscettivita` in teoria di pura gauge
sono state poi ampiamente confermate mediante simulazioni su reticolo. Il fatto
che nelle (2.126) e (2.127) compaia la sucettivita` in teoria di pura gauge, agevola
una verifica mediante simulazioni Monte Carlo, in quanto in teoria di pura gauge
le simulazioni sono piu` semplici rispetto a quelle con l’inclusione di fermioni.
La formula di Witten (2.126) e` concettualmente molto interessante. Innan-
zitutto possiamo notare che nel limite Nc → ∞, Mη′ si annulla e questo e` in
completo accordo col fatto che per Nc →∞ la corrente assiale associata alla sim-
metria U(1)A e` conservata e percio` deve esistere un bosone di Goldstone a massa
nulla, appunto l’ η′. Inoltre, la (2.126) mostra il legame profondo che sussiste
tra la massa dell’η′ e l’angolo θ: la soluzione del problema del problema U(1)A
richiede una suscettivita` topologica non nulla in teoria di pura gauge e quindi
una dipendenza non banale da θ dell’energia di vuoto.
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gauge
In questo capitolo descriviamo in piu` dettaglio quali sono le previsioni teoriche
sulla dipendenza da θ nella teoria di gauge SU(3), sia a temperatura zero che a
temperatura finita e vediamo alcune delle problematiche che sorgono quando si
studiano le proprieta` topologiche su reticolo.
3.1 Caratteristiche generali
Consideriamo la funzione di partizione euclidea della teoria nel formalismo del
path-integral. A temperatura T finita essa e` data da 1







dove sono assunte condizioni periodiche al contorno sulla dimensione temporale,
Aµ(1/T, ~x) = Aµ(0, ~x). Dalla funzione di partizione si puo` ricavare la densita` di
energia libera del sistema F (θ, T ), cos`ı definita
Z(θ, T ) ≡ e−V F (θ,T ) , (3.2)
dove V = Vs/T e` il quadri-volume nello spazio euclideo e Vs il volume spaziale.
La funzione F e` una funzione non banale di θ. Si puo` mostrare, infatti, che i
coefficienti del suo sviluppo di Taylor attorno a θ = 0 sono proporzionali ai valori
di aspettazione connessi della carica topologica e che, in particolare, il coefficiente
dello sviluppo al secondo ordine e` legato alla suscettivita` χ. Come abbiamo visto
1 La densita` di carica topologica che compare nella (3.1) e` in realta` una qE(AE). Dalla (2.116)
si puo` notare che, passando all’euclideo, occorre operare la sostituzione q(x) → iqE(xE).
La suscettivita` topologica diventa χE =
∫
d4xE 〈qE(xE)qE(0)〉. Poiche´ d’ora in poi
utilizzeremo sempre la teoria euclidea, ometteremo gli indici per semplificare la notazione.
Si e` posto, inoltre, kB = 1.
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nel capitolo §2, grazie ad un valore non nullo della suscettivita` a T = 0 il problema
U(1)A trova risoluzione nel limite di grandi Nc.
Supponendo che l’energia libera sia una funzione analitica in θ = 0, lo sviluppo






F (k)(0)θk , (3.3)
ed essendo, per definizione, F (θ) = −1/V lnZ, si ha ad esempio che
F (1)(0) ≡ d
dθ











d4xq(x) exp (−SQCD + iθQ[A])∫




























Nell’ultimo passaggio della (3.4) abbiamo sfruttato il fatto che la teoria e` invarian-
te per trasformazioni di parita` a θ = 0 e di conseguenza la distribuzione di proba-
bilita` P (Q) della carica topologica deve soddisfare la condizione P (Q) = P (−Q).
Derivando ulteriormente la densita` di energia libera rispetto al parametro θ, si
ottiene




La scrittura 〈 〉c,θ=0 sta per valore di aspettazione connesso a θ = 0. Per k = 2, 3, 4
le F (k) si scrivono in modo esplicito nel seguente modo
〈Q2〉c = 〈Q2〉 − 〈Q〉2,
〈Q3〉c = 〈Q3〉 − 3〈Q2〉〈Q〉+ 2〈Q〉3,
〈Q4〉c = 〈Q4〉 − 4〈Q3〉〈Q〉 − 3〈Q2〉2 + 12〈Q2〉〈Q〉2 − 6〈Q〉4.
(3.7)
Quando si calcolano i valori di aspettazione (3.7) a θ = 0, la simmetria per parita`
della teoria fa s`ı che solo 〈Q2〉c e 〈Q4〉c siano non nulli. Di conseguenza, nello
sviluppo dell’energia libera F (θ) attorno a θ = 0, sopravvivono solo le potenze
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F (2k)(0)θ2k . (3.8)
Per ogni valore di k, le grandezze 〈Qk〉c coincidono con i cumulanti della distribu-
zione di probabilita` della carica topologica. Infatti, per k = 1 si ottiene il valore
medio 〈Q〉, che e` proprio il primo cumulante; per k = 2, 〈Q2〉c e` la varianza della
distribuzione, ovvero il secondo cumulante e per k = 3, la quantita` 〈Q3〉c e` il
momento centrale di ordine tre. Conoscere i valori di 〈Q2〉c e 〈Q3〉c e` quindi im-
portante per caratterizzare la distribuzione di probabilita` della carica topologica.
In base al loro valore si puo` avere un’indicazione sulla dispersione della carica
attorno al valore medio 〈Q〉 e una misura della asimmetria della distribuzione.
Il terzo cumulante e` infatti proporzionale alla cosiddetta skewness e se esso e`
esattamente zero, la distribuzione di probabilita` appare simmetrica. In questo
lavoro di tesi faremo uso dei primi quattro cumulanti per determinare l’energia
libera.
L’energia libera, oltre ad essere una funzione di potenze di θ2, gode di due
importanti proprieta`. Innanzitutto, come dimostrato da Vafa e Witten [7], F (θ)
ha un minimo assoluto in θ = 0. Infatti, nella funzione di partizione (3.1),
il termine di carica topologica compare nel path integral come puro fattore di
fase e l’effetto di quest’ultimo e` quello di ridurre il valore dell’integrale. Cos`ı, si
ha sempre Z(θ) < Z(0) e di conseguenza F (θ) > F (0). E` interessante inoltre
osservare che l’energia libera e` una funzione periodica in θ, con periodicita` 2pi.
Questo lo si puo` vedere, ad esempio, nel seguente modo. Supponendo di lavorare
ad una temperatura generica T, si puo` scrivere
e−V F (θ,T )
e−V F (0,T )
= 〈eiθQ〉 = 〈e
iθQ + e−iθQ〉
2
= 〈cos θQ〉 , (3.9)
quindi la densita` di energia libera F (θ, T ) e` sempre una funzione periodica in θ.
Grazie a questa proprieta` ci si puo` limitare a studiare le proprieta` topologiche
della teoria in una regione a piccoli θ.
Solitamente, la quantita` rilevante che viene considerata nelle simulazioni nu-
meriche e` la differenza F (θ, T )− F (0, T ), che indichiamo con F(θ). Utilizzando
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lo sviluppo (3.8) si ha






























La funzione che compare entro le parentesi quadre in (3.10) e` una funzione pari
in θ e adimensionata. Indichiamola con s(θ). Denotando con b2n (dove n = 2, . . .)
i coefficienti che moltiplicano le potenze di θ2, avremo che
s(θ, T ) = 1 + b2(T )θ
2 + b4(T )θ
4 + . . . , (3.11)
dove b2, b4, . . . sono dei parametri anch’essi adimensionati e dipendenti dalla
temperatura. Tenendo conto dello sviluppo (3.10), si trova che i coefficienti b2n

























etc. Queste equazioni forniscono un possibile metodo per determinare l’energia
libera, a cui sara` fatto riferimento nel prossimo capitolo. Questa procedura consi-
ste, essenzialmente, nell’eseguire simulazioni Monte Carlo a θ = 0 e poi calcolare
i vari cumulanti che compaiono nella (3.12). Osserviamo che, nella formula di χ4
in (3.12), sono stati omessi i valori di aspettazione di Q che sono nulli a θ = 0 e
che b2 e` definito da
b2 = − 〈Q
4〉c,θ=0
12〈Q2〉c,θ=0 . (3.13)
Solitamente la densita` di energia libera F(θ) si trova scritta non in funzione dei





1 + b2(T )θ
2 + b4(T )θ
4 + . . .
]
. (3.14)
In virtu` delle (3.12), il valore dei coefficienti b2n da` informazioni sulla distribuzione
di probabilita` P (Q) della carica topologica. Se tutti i coefficienti fossero nulli,
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cioe` s(θ, T ) = 1, la distribuzione della carica topologica sarebbe una gaussiana
con varianza pari a 〈Q2〉 = χV , ovvero
P (Q) ∝ e− Q
2
2χV . (3.15)
Le simulazioni numeriche su reticolo svolte in queste anni, tra cui citiamo [30, 5],
hanno mostrato che per la teoria di gauge SU(3), le deviazioni predominanti da un
semplice andamento gaussiano sono dell’ordine di |b2| ∼ 10−2 e che esse diventano
un po’ piu` marcate man mano che si va verso il regime di alte temperature. La
differenza che sussiste tra il valore di b2 a T = 0 e quello a T finita e` una
caratteristica importante della QCD e in generale delle teorie di gauge SU(Nc) e
viene discussa nella prossima sezione.
3.1.1 Energia libera nel limite di grandi Nc
Abbiamo visto in precedenza come, nel limite di grandi numeri di colore, la
dipendenza da θ risolva il problema U(1)A. Vediamo qual e` l’andamento previ-
sto dell’energia libera nel limite Nc → ∞. Riscriviamo la densita` Lagrangiana
euclidea della teoria (2.91) in termini di tracce
Lθ = 1
2
Tr [FµνFµν ]− i θ
16
g2µνρσTr [FµνFρσ] , (3.16)
e distinguiamo due regimi di temperatura:
• a T = 0, l’energia libera coincide con l’energia dello stato fondamentale
E. Osserviamo che E ∝ Tr [FµνFµν ] ∼ O(N2c ) dato che, per Nc → ∞, il
numero di gradi di liberta` e` dell’ ordine di N2c [42].
D’altra parte, nel limite di grandiNc, g
2Nc e` una costante e di conseguenza il
secondo termine della (3.16) diventa ∼ O(Nc). Questo porterebbe a dire che
a T = 0 il termine θ sia soppresso rispetto a quello di pura gauge. Poiche´
per risovere il problema U(1)A, la dipendenza da θ a temperatura zero
deve essere non banale, l’energia libera deve dipendere dalla combinazione
θ¯ = θ/N . Quindi, a T = 0 e per Nc →∞, l’energia libera F(θ) puo` essere
parametrizzata come
F(θ) ≈ N2cG(θ¯) , (3.17)
dove G e` una qualche funzione di θ¯ e la variabile θ¯ si mantiene costante
nel limite di grandi numeri di colore. Sapendo inoltre che l’energia libera e`
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χ∞θ¯2(1 + b¯2θ¯2 + b¯4θ¯4 + . . .) , (3.18)
dove χ∞ e` il valore di χ per Nc →∞ e b¯2n sono dei coefficienti adimensionati
che devono essere finiti nel limite Nc → ∞. Dal confronto con lo sviluppo
(3.14) si ottiene




Ci si aspetta quindi che i coefficienti dello sviluppo dell’energia libera a T =
0 scalino secondo opportune potenze del numero di colori. La suscettivita`
si discosta dal valore previsto (180 MeV)4 per correzioni di ordine 1/N2c ,
mentre i coefficienti b2n vanno a zero come N
−2n
c .
Viceversa, se si usasse l’approssimazione di gas diluito di istantoni, ogni









Poiche´ il limite di grandi Nc e` realizzato mantenendo g
2Nc costante, la
dipendenza da θ scomparirebbe per Nc →∞. Questo risultato non e` sicu-
ramente corretto perche´, per risolvere il problema U(1)A, la dipendenza da
θ non deve scomparire. L’origine del problema sta nel fatto che, a T = 0,
l’approssimazione di gas diluito di istantoni non e` valida perche´ gli istanto-
ni con grande size non vengono soppressi. D’altra parte, se la temperatura
e` finita esiste un cutoff sulle dimensioni dell’istantone (ρ ∝ 1/T ) e cos`ı
ci si aspetta che ad alte temperature le sovrapposizione istantoniche siano
trascurabili.
• ad alte T, la funzione di partizione Z(θ, T ) in approssimazione di gas di
istantoni, si scrive come



















Cos`ı, l’energia libera F dipende da θ nel modo seguente





















Cos`ı, si deduce che
χ(T ) = 2De−8pi






Utilizzando il risultato a 2 loop per 8pi2/g2(T ) si ottiene, quindi
F(θ, T ) ≈ χ(T )(1− cos θ) , (3.24)
con
χ(T ) ≈ T 4e−8pi2/g2(T ) ≈ T 4− 113 Nc . (3.25)
Generalizzando le relazioni trovate prima per b2 e b4, si trova che, secondo
il modello a gas di istantoni, i coefficienti b2n sono
b2n = (−1)n 2
(2n+ 2)!
, n = 1, 2, . . . . (3.26)
Dalla (3.25) si nota che, all’aumentare diNc, la suscettivita` e quindi anche la
densita` istantonica, decrescono fino al punto tale da far scomparire del tutto
la dipendenza da θ della teoria ad alte T . Se le sovrapposizioni istantoniche
diventano sempre piu` trascurabili all’aumentare di Nc, allora il range di
validita` della (3.24) si estende verso temperature via via piu` piccole con
Nc →∞.
Il fatto che nelle teorie di gauge SU(N) le fasi a bassa ed alta temperatura siano
separate da una transizione di deconfinamento, ha suggerito che la transizione tra
i regimi caratterizzati da un differente scaling a grandi Nc, si manifesti proprio
in prossimita` della temperatura di deconfinamento Tc. Questo e` stato poi con-
fermato da simulazioni numeriche su reticolo. In questi anni, infatti, sono stati
realizzati diversi studi su reticolo finalizzati a determinare l’andamento della su-
scettivita` e dei parametri b2n al variare della temperatura e del numero di colori
Nc. I risultati a T = 0 per teorie di gauge SU(Nc), con Nc ≥ 3, suggeriscono
che la suscettivita` ha un limite non nullo per grandi Nc, con correzioni proprio
di O(1/N2c ). Infatti, la suscettivita` topologica presenta solo piccole correzioni
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quando N si riduce da N =∞ a N = 3, fornendo una giustificazione a posteriori
dell’uso del valore sperimentale della massa dell’ η′ nella formula di Witten [23,
12]. Si e` visto che χ(T ) e` non nulla per T < Tc e rimane sostanzialmente inal-
terata per T ∈ [0, Tc] [13, 25, 1], mostrando che relazione di Witten continua ad
essere verificata anche per T 6= 0. Questo risultato e` non banale, in quanto, a T
finita, non e` a priori detto che la relazione di Witten-Veneziano sia ancora vali-
da, poiche´ le grandezze che vi compaiono dipendono dalla temperatura. D’altra
parte, si e` visto che in prossimita` della temperatura di deconfinamento, vi e` un
cambio netto nella dipendenza da θ delle teorie SU(Nc) [5] e questo coinvolge sia
la suscettivita` che i parametri b2n. Per T > Tc, χ(T ) risulta fortemente soppressa
e questo effetto e` sempre piu` evidente all’aumentare di Nc e il coefficiente b2 tende
al valore previsto dal modello dil gas diluito di istantoni.
In questo lavoro di tesi ci siamo riproposti di studiare la dipendenza dell’energia
libera da θ al variare della temperatura, stimando la suscettivita` topologica e
primi coefficienti non banali b2n mediante un nuovo metodo, di cui parleremo
nel prossimo capitolo. Prima di esporre i risultati trovati, ci soffermiamo su una
problematica essenziale: come misurare la carica topologica su reticolo.
3.2 Topologia su reticolo
3.2.1 Carica topologica e suscettivita` su reticolo
Abbiamo visto che la determinazione dell’energia libera non puo` prescindere
dal calcolo di funzioni di correlazione connesse a n-punti della densita` di carica
topologica. Per calcolare numericamente tali funzioni occorre innanzitutto in-
dividuare un operatore QL reticolare che possa riprodurre la carica topologica
nel limite continuo. Detto qL l’operatore densita` di carica topologica su reticolo,
bisogna richiedere che nel limite a→ 0
qL ∼ a4q(x) +O(a6) . (3.27)






bisogna individuare un operatore su reticolo che restituisca µνρσTr(FµνFµν) nel
limite a→ 0. La scelta di QL non e` comunque univoca. L’operatore piu` semplice
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che si trova in letteratura e` stato proposto da Peskin nel 1978 ed e` dato da






µνρσTr [Uµν(n)Uρσ(n)] , (3.28)
dove Uµν(n) e` l’operatore plaquette riferito al sito n. Anche se la (3.28) riproduce
perfettamente la carica topologica nel continuo, in quanto
µνρσTr [Uµν(n)Uρσ(n)] −−→
a→0
−a4g2Tr [Fµν(n)Fρσ(n)] +O(a6) ,
ha il difetto di non trattare in modo simmetrico le direzioni positive degli assi da
quelle negative e di conseguenza non avere parita` definita. Questo problema puo`
essere risolto utilizzando l’operatore proposto da Di Vecchia et al. [37]






˜µνρσTr [Uµν(n)Uρσ(n)] , (3.29)
dove ˜1234 = 1, ˜2134 = ˜(−1)234 = −1 e cos`ı via. In termini di calcolo numerico, e`
un po’ piu` dispendioso usare l’operatore (3.29) perche´ per ogni sito n vi sono in
tutto 16 prodotti possibili (di questo se ne tiene conto con il fattore 1/24). Con
questa scelta, pero`, si riesce a lavorare con un operatore con parita` definita, nel
nostro caso pseudoscalare.
Quando si studiano le proprieta` della QCD su reticolo, bisogna considerare
la presenza di opportuni fattori correttivi per relazionare le medie reticolari al-
le corrispondenti nel continuo. Infatti, discretizzare lo spazio-tempo equivale a
introdurre un particolare schema di regolarizzazione e cio` comporta sempre la
presenza di costanti di rinormalizzazione, che devono andare a zero nel limite
continuo. L’operatore qL su reticolo non e` la divergenza di una corrente, come
nel continuo, e questo fa s`ı che la carica topologica su reticolo non sia un numero
intero. Questo, unito al fatto che in teoria di pura gauge non esistono altri ope-
ratori pseudoscalari con cui la carica topologica puo` mescolarsi, si traduce in una
rinormalizzazione moltiplicativa [9]. Nel limite continuo si ha
qL(n)→ Zq(β)a4(β)q(x) +O(a6) con β ≡ 6/g20 , (3.30)
dove a(β) e` il passo reticolare e Zq(β) e` una funzione dipendente dalla costante
di accoppiamento nuda. Ci si aspetta che Z = 1 nel limite g20 → 0, dal momento
che Q nel continuo e` un intero e non rinormalizza. Poiche´ Zq(β) e` un effetto UV,
esso puo` essere stimato in teoria perturbativa e il calcolo a 1 loop fornisce una
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correzione a Q pari a Zq(g
2
0) = 1 − 0.908g20 + O(g40) [9]. Gli effetti di Z sono
stati anche valutati mediante simulazioni su reticolo utilizzando, ad esempio, la
tecnica nota come heating, introdotta in [19] o il metodo proposto in [30], di cui
parleremo nel prossimo capitolo.
Le misure di carica topologica sono fondamentali per determinare la suscettivita`
e, in generale, i valori di tutte le funzioni di correlazione della carica topologica.
Le funzioni di correlazione euclidee a n punti della densita` di carica topologica si
scrivono (nel continuo) come
G(x1, x2, . . . , xn) ≡ 〈q(x1)q(x2) . . . q(xn)〉 .
Utilizzando la (3.30) si ricava che
G(x1, x2, . . . , xn) = a
−4nZ(β)−n〈qL(n1)qL(n2) . . . qL(nn)〉+O(a) . (3.31)
Questa espressione mette in relazione le funzioni di correlazione nel continuo con
le loro controparti reticolari e va corretta se due operatori qL sono calcolati nello
stesso punto, a causa della presenza di un “termine di contatto”. Questo problema









A causa della singolarita` per n → 0, ci sara` in generale una rinormalizzazione
additiva [10], a cui si aggiungera` il quadrato della rinormalizzazione moltiplicativa
Zq della densita` di carica topologica. Cos`ı nel limite continuo si ha
χL = Zq(β)
2a4χ+M(β) +O(a6) , (3.33)
dove M(β) contiene il mixing di χL con altri operatori aventi i suoi stessi numeri
quantici (quindi operatori scalari) e di dimensioni D in energia D ≤ 4.
Un possibile modo di stimare il valore della suscettivita`, consiste nel calcolare nu-
mericamente le costanti di rinormalizzazione M(β) e Zq(β) su una configurazione





Tuttavia, bisogna stare attenti perche´ se le rinormalizzazioni sono molto gran-
di (Zq  1) e se M(β) porta con se´ una buona frazione del segnale totale di
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χL, la determinazione di χ puo` essere affetta da grandi errori statistici, come
discusso in [1]. Quindi e` opportuno utilizzare operatori per i quali gli effetti di
rinormalizzazione sono ridotti.
Nelle simulazioni effettuate in questo lavoro abbiamo cercato invece di eliminare
le rinormalizzazioni su reticolo, utilizzando il metodo noto come cooling.
3.2.2 Cooling come metodo per vedere gli istantoni su reticolo
Un metodo alternativo per determinare la carica topologica e la suscettivita`, si
basa sulla cosiddetta tecnica del cooling, introdotta in [35]. L’idea del cooling e` la
seguente. Dopo aver generato una configurazione su reticolo (mediante tecniche
Monte Carlo), le variabili di link vengono modificate una per volta in modo da
minimizzare l’azione localmente. Questa procedura di minimizzazione si adatta
molto bene a misure di carica topologica perche´, come abbiamo detto nel capitolo
§2, le configurazioni di tipo istantonico sono quelle che realizzano un minimo
dell’azione. Grazie alla localita` di questo algoritmo, ci si aspetta che si possano
eliminare, cos`ı, le fluttuazioni UV responsabili degli effetti di rinormalizzazione,
senza modificare globalmente il valore della carica topologica su reticolo.
In realta`, questo avviene solo idealmente. Infatti, dopo alcuni passi di cooling la
costante M(β) viene soppressa, mentre il valore di Zq(β) si avvicina ad uno. Una
volta raffreddata la configurazione in esame, da questa si puo` estrarre il valore
corrispondente della carica topologica QL =
∑
n qL(n). Solitamente, il cooling
viene eseguito piu` volte su una stessa configurazione in modo da ridurre il piu`
possibile le fluttuazioni presenti. Al variare dei passi di cooling si osserva, infatti,
che il valore della carica topologica si assesta a un determinato valore, che tuttavia
non sara` un numero intero a causa di artifici reticolari. La regione del plateau e`
quella che viene utilizzata per determinare la suscettivita` e tutte le altre quantita`
di interesse. Una problematica molto importante legata al cooling, riguarda la
possibile perdita di carica topologica. Se, infatti, l’azione di pura gauge viene
minimizzata un numero eccessivo di volte, essa raggiungera` il vero minimo, in
corrispondenza del quale tutte le variabili di link sono uguali all’identita`; a tale
configurazione e` associata una carica topologica nulla. Per questo motivo si dice
che gli istantoni (o la carica topologica) siano quasi stabili su reticolo.
Nella nostra analisi dei dati abbiamo sempre controllato che le nostre osservabili
siano stabili sotto cooling. Ad esempio, come si vedra` nel prossimo capitolo,
abbiamo verificato che i valori medi della carica topologica rimangano sempre
compatibili tra loro al variare dei passi di cooling.
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In questo capitolo riportiamo gli studi effettuati sulla dipendenza dal parametro
θ in teoria di pura gauge SU(3). Gli obiettivi sono i seguenti:
• Determinare l’energia libera a T = 0 e capire come gli effetti di volume
finito influenzino il valore del parametro b2.
• Ricavare, a temperatura zero, il valore di b2 nel limite continuo.
• Determinare l’energia libera a un valore finito di temperatura T (poco al
di sotto della temperatura di deconfinamento) e ricavare, anche in questo
caso, il limite termodinamico del coefficiente b2.
4.1 Introduzione al metodo
Per studiare le proprieta` topologiche della QCD occorre considerare che la di-
pendenza da θ e` di natura non perturbativa. Infatti, nella funzione di partizione,
il parametro θ e` accoppiato al termine di carica topologica, il quale e` rilevante
in corrispondenza di configurazioni di tipo istantonico. Gli istantoni sono effetti
non perturbativi della teoria, dato che il loro contributo diventa sempre piu` im-
portante all’aumentare del valore della costante di accoppiamento g della teoria.
In ogni caso, quando si indagano le proprieta` del vuoto o quando la temperatura
e` prossima a quella di deconfinamento, il regime della teoria e` non perturbati-
vo. Per questo motivo, nel nostro lavoro e` stato necessario realizzare simulazioni
Monte Carlo. D’altra parte, sorge subito un problema: la funzione di partizione
contiene il termine complesso eiθQ e quindi non si puo` assegnare ad esso un signi-
ficato probabilistico. Per far fronte a questo inconveniente e` possibile procedere
in due modi:
• Determinare i momenti della distribuzione di probabilita` di carica topolo-
gica a θ = 0 e ricavare i parametri b2n mediante le (3.12). In questo modo
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si eviterebbe il problema di inserire un θ diverso da zero nella funzione di
partizione.
• Rendere reale la funzione di partizione, utilizzando un θ immaginario e
calcolare poi i valori di aspettazione connessi della carica topologica per
valori di θ 6= 0.
In questo lavoro abbiamo esplorato le potenzialita` del secondo metodo e in par-
ticolare:
• Abbiamo introdotto un parametro θ immaginario e per ogni valore di θ ab-
biamo ricavato i seguenti valori di aspettazione connessi: 〈Q〉/V , 〈Q2〉c/V ,
〈Q3〉c/V e 〈Q4〉c/V (con V volume quadri-dimensionale del reticolo).
• Abbiamo stimato la suscettivita` e i primi coefficienti non banali b2n, utiliz-
zando la dipendenza separata da θ delle quantita` 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V .
• Abbiamo eseguito, infine, un best-fit combinando i dati numerici dei quat-
tro momenti connessi della carica topologica. Ci aspettiamo che tramite
un fit globale sia possibile migliorare la precisione delle nostre misure e
trovare, nello stesso tempo, un nuovo metodo per fissare la costante di
rinormalizzazione Zq(β) su reticolo.
Prima di riportare i risultati delle simulazioni numeriche e` necessario sapere
come i valori di aspettazione connessi della carica topologica dipendono da θ, nel
formalismo del “θ immaginario”.
4.1.1 Metodo del θ immaginario
Un possibile modo per aggirare il problema del termine complesso eiθQ consiste
nel porre
θ ≡ −iθi (con θi numero reale) (4.1)
nella funzione di partizione della QCD. Fare la posizione (4.1) vuol dire estendere
il dominio dell’energia libera dal solo asse reale all’asse complesso. Quest’ope-
razione richiede, pertanto, che l’energia libera sia una funzione analitica attorno
alla regione θ = 0. Solo se vi e` analiticita` in questa regione, e` possibile cono-
scere infatti la dipendenza delle osservabili per valori reali di θ. Il metodo del θ
immaginario e` stato utilizzato in lavori precedenti, ad esempio [30, 14] e, oltre
a risultare valido, si e` rivelato anche vantaggioso, come verra` discusso in questo
78
4.1 Introduzione al metodo











d4x(LG−θiq[A]) = e−V F (−iθi) , (4.2)
che e` una funzione reale. Riprendendo lo sviluppo (3.14), la dipendenza da θ puo`
essere parametrizzata come
f(θi) ≡ F (−iθi)−F (0) = −1
2
χθ2i s(−iθi) = −
1
2
χθ2i (1−b2θ2i +b4θ4i + . . .) . (4.3)
Sottolineiamo che, essendo valido il prolungamento analitico, i valori dei coef-
ficienti χ e b2n coincidono con quelli calcolati per valori reali di θ. Derivando
F (−iθi) (oppure f(θi)) rispetto a θi si ricavano equazioni analoghe alla (3.6),
ovvero che la densita` di energia libera e` legata ai valori di aspettazione connessi







Utilizzando lo sviluppo (4.3), e` possibile ricavare come i cumulanti a vari θ sono
legati alla suscettivita` e ai parametri b2n. In particolare, in questo lavoro di tesi























= χ(−12b2 + 180b4θ2i + . . .) , (4.8)
dove V e` il volume quadri-dimensionale. D’ora in poi il parametro fisico a cui
faremo riferimento sara` θi e non piu` θ.
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4.1.2 Metodi numerici utilizzati nelle simulazioni
Il primo passo da compiere per determinare i valori di aspettazione di interesse
della carica topologica, consiste nel generare su reticolo un insieme di configura-
zioni di variabili di link {Ui}. La funzione di partizione che abbiamo utilizzato e`
ZL =
∫
D[U ]e−SW [U ]−θLQL[U ] , (4.9)
dove il pedice L sottolinea il fatto che stiamo lavorando con una teoria formulata
su reticolo. Nella (4.9), D[U ] indica l’integrazione su tutte le variabili di link









Osserviamo che il ruolo del parametro θ (o θi) della teoria continua e` adesso rap-
presentato dalla sua “controparte reticolare” θL. Per determinare l’energia libera,
abbiamo fissato dall’esterno diversi valori di θL e, per ogni θL, abbiamo generato
un insieme di configurazioni di gauge, su cui e` stato calcolato il valore della carica
topologica. L’operatore QL scelto e` quello indicato nella (3.29). Quest’operatore,
non solo possiede il giusto limite continuo e parita` definita, ma e` anche lineare
nelle variabili di link. Questo rende possibile adoperare algoritmi Monte Carlo
semplici come l’heat-bath e l’overrelaxation sui sottogruppi SU(2) di SU(3)[17].
Chiaramente, le simulazioni numeriche a θL 6= 0 sono computazionalmente tre
volte piu` dispendiose di quelle a θL = 0 e questo si deve al fatto che, per ag-
giornare le configurazioni, e` necessario calcolare ogni volta l’operatore di carica
topologica su reticolo.
Per tutti i reticoli utilizzati, le configurazioni sono state generate partendo da
una configurazione iniziale ordinata (detta configurazione fredda) in cui tutte le
variabili di link sono uguali alla matrice identita` (Uµ(n) = 1). L’update dei link di
gauge e` avvenuto combinando gli algoritmi heatbath e overrelaxation, nei rapporti
1 : 5. Per limitare gli effetti inevitabili della correlazione tra le misure, abbiamo
misurato la carica topologica una volta ogni 10 configurazioni.
Come in tutte le simulazioni Monte Carlo, e` stato necessario accertarsi che il
sistema raggiungesse l’equilibrio nel processo di misura e quindi perdesse memoria
della configurazione di partenza. Cos`ı, abbiamo eliminato un numero sufficiente
di configurazioni per essere sicuri che i valori di carica topologica si riferiscano
solo a configurazioni termalizzate. Ogni configurazione e` stata poi raffreddata
mediante cooling (discusso nel capitolo §3) e la carica topologica e` stata valutata
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dopo ogni 5 step di cooling; la procedura di minimizzazione dell’azione e` stata
iterata complessivamente 25 volte. D’ora in poi indicheremo con Qc la carica
ottenuta dopo ogni step di cooling.
In Fig. 4.1 mostriamo l’effetto del cooling sulla distribuzione di carica topo-
logica a θL = 0, per il reticolo 18
4 con β = 6.07. Le curve in rosso e in blu















15 passi di cooling
0 passi di cooling
Figura 4.1: Distribuzione di probabilita` della carica topologica a θL = 0 per il
reticolo 184 con β = 6.07. La curva rossa si riferisce alla carica a 0 step di cooling,
calcolata mediante l’operatore (3.29) e la curva tratteggiata mostra la carica dopo
15 step di cooling.
mostrano rispettivamente la distribuzione di carica prima e dopo 15 passi di coo-
ling. Entrambe le distribuzioni appaiono simmetriche attorno a Q = 0 e questo
e` conseguenza del fatto che, a θ = 0, la teoria e` invariante per trasformazioni
di parita` e quindi deve essere P (Q) = P (−Q). Come e` evidente dalla figura, la
distribuzione di carica prima del cooling copre in modo continuo un range abba-
stanza grande di valori, mentre la carica fredda Qc si addensa attorno a valori
interi. Si nota, tuttavia, che i picchi della distribuzione si discostano dagli interi
per un certo fattore costante, che chiamiamo α. Per migliorare la convergen-
za verso il limite continuo, abbiamo quindi determinato α in modo tale che la
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seguente quantita` sia minima [4]




(αQc,i − round [αQc,i])2 , (4.11)
dove con round(αQc) si intende l’intero piu` vicino al valore αQc e N e` il numero
di misure di carica topologica a passo di cooling fissato. In questo modo, la
distribuzione di αQc si sposta verso valori interi. Una volta calcolato α, abbiamo
poi ridefinito la carica topologica di ogni configurazione come
Q = round(αQc) . (4.12)
Questa procedura consente di lavorare con valori interi di carica topologica e
di ridurre quindi il rumore intrinseco dovuto alla discretizzazione. Per questo
motivo, tutti i cumulanti della carica topologica 〈Qn〉c/V sono stati calcolati
usando come stimatore l’operatore definito in (4.12). Abbiamo riscontrato che
α non dipende in maniera significativa dal valore di θL, usato per generare le
configurazioni; le differenze nei valori di α si sono manifestate solo dopo la terza
cifra significativa e questo ci ha permesso di utilizzare come valore di α quello
calcolato a θL = 0. L’indipendenza da θL mostra che il fattore di scala α e` un
puro effetto della discretizzazione dello spazio.
Dopo aver definito il nostro stimatore di carica topologica, abbiamo calcola-
to, dapprima, i parametri χ, b2 e b4 secondo le (3.12) e poi calcolato i momenti
connessi (4.5)-(4.8) per ogni valore di θL. Infatti, i coefficienti con i quali si pa-
rametrizza l’energia libera si possono ricavare anche tramite best-fit, utilizzando
le dipendenze da θi dei vari cumulanti.
Gli errori su tutte le grandezze considerate in questo lavoro di tesi (cumulanti,
suscettivita` etc.) sono stati calcolati mediante il metodo Jackknife [3]. Questo
metodo si basa su un ricampionamento dei dati ed e` molto usato quando bisogna
calcolare gli errori di quantita` correlate, come quelle generate da un Monte Carlo
dinamico.
4.1.3 Calcolo della costante di rinormalizzazione Zq(β)
Il parametro θL che noi fissiamo dall’esterno, non coincide con il parametro
fisico θi. Infatti, θL e θi sono legati tra loro dalla costante di rinormalizzazione Zq
della carica topologica. Questo lo si puo` vedere nel seguente modo. Ricordando
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che nel limite continuo QL = Zq(β)Q, per l’azione reticolare SL si deve avere
SL = SW [U ] + θLQL
a→0−−→ SG[A] + θLZq(β)Q. (4.13)
Affinche´ SL coincida con l’azione continua per a → 0, la dipendenza da Zq(β)
puo` venir riassorbita nei valori di θL, lasciando
θi = Zq(β)θL . (4.14)
Di conseguenza, ogni volta che nelle formule (4.5)-(4.8) compare θi, bisogna sosti-
tuirlo con il prodotto ZqθL. A questo punto diventa necessario conoscere questa
costante di rinormalizzazione. Per determinare Zq si fa spesso uso del metodo
non perturbativo proposto in [30], che consiste nel calcolare la seguente quantita`





dove Q e` definito nell’eq. (4.12). Una volta noto Zq, e` possibile ricavare i coeffi-
cienti χ e b2n sia utilizzando le simulazioni numeriche a θL = 0 che mediante best-
fit. In questo lavoro di tesi proponiamo un metodo di calcolo alternativo (sempre
non perturbativo) che vede Zq come un ulteriore parametro da determinare tra-
mite best-fit, mediante le funzioni (4.5)-(4.8). Per chiarire meglio questo punto
riscriviamo i quattro cumulanti della carica topologica mettendo in evidenza la
costante di rinormalizzazione Zq
〈Q〉
V
= χZq(1− 2b2Z2q θ2L + 3b4Z4q θ4L + . . .),
〈Q2〉c
V
= χ(1− 6b2Z2q θ2L + 15b4Z4q θ4L + . . .),
〈Q3〉c
V
= χ(−12b2ZqθL + 60b4Z3q θ3L + . . .),
〈Q4〉c
V
= χ(−12b2 + 180b4Z2q θ2L + . . .).
(4.16)
Se si osserva la struttura di queste funzioni, si puo` notare che la costante di ri-
normalizzazione Zq non appare mai singolarmente, ma e` sempre “nascosta” in
prodotti del tipo χZqθL, χZqb2θL etc. Quindi, se si volesse determinare anche
Zq mediante best-fit non si potrebbe eseguire un fit usando i valori di questi
quattro momenti presi separatamente, in quanto si ricaverebbero solo opportune
combinazioni di χ, Zq e b2n. Le cose cambiano se si combinano ad esempio i
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riesce, da solo, a fissare il valore della suscettivita`. Quando si determinano tutti
i parametri tramite best-fit, si ha il vantaggio di poter considerare i dati come
completamente scorrelati sull’asse delle ascisse. Questo, invece, non lo si puo` dire
se si calcola Zq mediante (4.15) e poi si esegue un best-fit per ricavare gli altri
parametri; infatti, in linea di principio si dovrebbe tener conto del fatto che anche
i θi hanno un errore e che gli errori sui dati sarebbero correlati.
Riportiamo adesso i risultati trovati con simulazioni numeriche, dapprima a tem-
peratura zero e poi a temperatura finita.
4.2 Studio a T = 0
Il nostro lavoro a T = 0 si divide in due parti. Inizialmente abbiamo fissato
β al valore β = 6.07 e lavorato con reticoli aventi volumi fisici via via crescenti,
in modo da poter estrapolare poi il limite termodinamico del parametro b2. De-
terminata la regione (quindi il lato fisico La) in cui le correzioni di volume finito
sono trascurabili, abbiamo considerato reticoli con tre lattice spacing diversi per
determinare il valore al continuo di b2.
Cominciamo a descrivere la prima parte del lavoro. I reticoli scelti sono quelli
simmetrici 124, 144, 184 e 224. L’accoppiamento di Wilson e` fissato a β = 6.07 e
corrisponde ad un lattice spacing a ' 0.0828 fm (ricavato utilizzando la (1.85)).
Dopo aver generato le configurazioni di gauge e calcolato la carica topologica
sulle configurazioni raffreddate, ci siamo prima di tutto accertati che non ci fos-
sero errori sistematici dovuti alla perdita di carica topologica all’aumentare dei
passi di cooling. In Fig.4.2 riportiamo come esempio il valore medio della carica
topologica QL in funzione dei passi di cooling, per il reticolo 12
4 a θL = 0. Come
si vede dal grafico, i valori di 〈QL〉/V sono perfettamente compatibili tra loro
entro gli errori e poiche´ questo e` stato riscontrato per ogni valore di θL, abbiamo
preso come riferimento i valori della carica fredda Qc dopo 15 passi di cooling.
Successivamente, per ogni reticolo abbiamo costruito il nostro stimatore di carica
topologica Q, calcolando il fattore di scala α sulle configurazioni campionate a
θL = 0. In Fig. 4.3 riportiamo α in funzione dei passi di cooling per i reticoli
124 e 144. Da questo grafico risulta che α → 1 man mano che le configurazioni
vengono raffreddate e questo e` dovuto al fatto che i picchi della distribuzione di
carica si avvicinano sempre di piu` verso valori interi.
Come detto in precedenza, una prima stima della suscettivita` e dei parametri
b2, b4 si puo` ricavare utilizzando i dati delle simulazioni a θL = 0, quindi senza
84
4.2 Studio a T = 0











Figura 4.2: La figura mostra 〈QL〉/V a θL = 0 al variare dei passi di cooling, per
il reticolo 124 a β = 6.07. I valori di QL sono ottenuti usando l’operatore di carica
topologica (3.29).
introdurre il termine θ immaginario. Nella tabella 4.1 riportiamo i valori ottenuti
al 15-esimo passo di cooling. Per tutti i reticoli abbiamo quasi la stessa statistica
L 105χ b2 b4
12 4.01(4) −0.045(2) 0.0012(4)
14 4.55(3) −0.026(3) 0.0022(8)
18 4.51(3) −0.017(8) −0.001(6)
22 4.62(4) −0.01(2) −0.04(3)
Tabella 4.1: Riportiamo i valori di χ, b2, b4 per i reticoli di lato L = 12, 14, 18, 22
a β = 6.07. Queste stime sono state ricavate con simulazioni a θL = 0 utilizzando
le seguenti relazioni: χ = 〈Q
2〉
V , b2 = − 〈Q
4〉−3〈Q2〉2
12〈Q2〉 , b4 = − 〈Q
6〉−15〈Q2〉〈Q4〉+30〈Q2〉3
360〈Q2〉 ,
con Q =round(αQc) e V volume adimensionato del reticolo.
di misure a θ = 0, che e` N ∼ 8 · 104. Nonostante cio`, gli errori sui coefficienti b2 e
b4 variano molto da reticolo a reticolo e crescono notevolmente all’aumentare del
volume, lasciando questi parametri compatibili con zero nei reticoli piu` grandi 184
e 224. Questa problematica verra` affrontata in piu` dettaglio alla fine di questo
capitolo.
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Figura 4.3: Profilo del fattore di scala α in funzione dei passi di cooling. I dati
si riferiscono ai reticoli 124 e 144 a β = 6.07.
Per vedere come cambiano queste stime utilizzando un termine θ immagina-
rio, abbiamo realizzato simulazioni numeriche per θL = 0, 2, 4, 6, 8, 10 per tutti i
reticoli. La presenza di un termine θL 6= 0, nell’azione della QCD, viola la sim-
metria per parita` e porta ad una preponderanza di configurazioni con Q 6= 0. La
Fig. 4.4 mostra le distribuzioni di probabilita` di αQc dopo 15 passi di cooling, a
θL = 0 e θL = 10, per il reticolo 18
4 a β = 6.07. Osserviamo che i picchi di queste
distribuzioni si collocano in prossimita` di valori interi, pur mantenendo fisso α al
valore α ' 1.07 (valore ricavato al 15-esimo passo di cooling a θL = 0).
Per sapere a quanto corrispondono fisicamente i valori di θL scelti, bisogna
determinare la costante di rinormalizzazione Zq. Con configurazioni di pura gauge
campionate a θL = 0, abbiamo ottenuto i risultati mostrati in tabella 4.2. I valori
L 12 14 18 22
Zq 0.149(3) 0.148(2) 0.147(2) 0.146(2)
Tabella 4.2: Valori di Zq ricavati a θL = 0 da Zq =
〈QLQ2〉θ=0
〈Q2〉θ=0 . QL e`, configu-
razione per configurazione, la carica calcolata dall’operatore (3.29), mentre Q e`
l’intero piu` vicino alla carica topologica dopo 15 passi di cooling. I valori di Zq si
riferiscono ai reticoli di lato (adimensionato) L = 12, 14, 18, 22 a β = 6.07.
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Figura 4.4: Distribuzioni di probabilita` di αQc per il reticolo 18
4 a β = 6.07. Le
configurazioni di gauge sono state campionate a θL = 0 e θL = 10. I valori di Qc
sono quelli ottenuti dopo 15 passi di cooling.
di Zq per i diversi volumi risultano tutti compatibili entro gli errori e questo
e` una conferma del fatto la costante di rinormalizzazione Zq e` sostanzialmente
indipendente dal volume adimensionato del reticolo ed e` un chiaro effetto della
discretizzazione dello spazio-tempo.






, in modo da deter-
minare la suscettivita` e i coefficienti b2n (in particolare b2 e b4) tramite best-fit ai
dati con le funzioni (4.5) e (4.6). Per semplicita`, indicheremo d’ora in poi con f1,
f2, f3 e f4 le funzioni di correlazione connesse della carica topologica (4.5)-(4.8),
dipendenti da θi. Tramite best-fit con le funzioni f1 e f2, abbiamo ottenuto i pa-
rametri indicati in tabella 4.3. Nelle figure 4.5 e 4.6 sono riportati, come esempio,
i risultati dei fit per il reticolo 124. Osserviamo che e` stato possibile eseguire
questi best-fit poiche´ avevamo gia` ricavato Zq da simulazioni a θL = 0, mediante
la (4.15). Il passo successivo e` stato quello di considerare questa costante di rinor-
malizzazione come un ulteriore parametro da determinare mediante best-fit con le
funzioni (4.16). Per poter realizzare questo, bisogna combinare i dati provenienti
da piu` funzioni di correlazione, come e` stato spiegato all’inizio del capitolo. E`
chiaro, pero`, che in un fit globale di questo tipo sono presenti delle correlazioni
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METODO L χ2/Ndof 10
5χ b2 b4
f1 12 1.25 4.01(5) −0.054(7) −0.0014(8)
f2 12 1.31 4.02(3) −0.046(2) −0.0008(2)
f1 14 0.36 4.62(5) −0.04(1) −0.002(2)
f2 14 1.64 4.55(2) −0.029(3) −0.0000(5)
f1 18 0.26 4.81(2) −0.028(2) −0.0002(3)
f2 18 1.79 4.56(2) −0.027(2) −0.0000(2)
f1 22 0.37 4.82(3) −0.030(3) −0.0002(5)
f2 22 1.44 4.58(3) −0.029(3) −0.0005(3)
Tabella 4.3: Risultati dei fit ai dati di 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V con le funzioni
rispettivamente f1(θi) = χθi(1− 2b2θ2i + 3b4θ4i ) e f2(θi) = χ(1− 6b2θ2i + 15b4θ4i ).











χθi(1−2b2 θ 2i +3b4 θ 4i )
Figura 4.5: 〈Q〉/V in funzione di θi = ZqθL per il reticolo 124 a β = 6.07. La
curva e` il risultato del fit eseguito con 〈Q〉/V = χθi(1− 2b2θ2i + 3b4θ4i ).
tra i cumulanti calcolati agli stessi valori di θL. Ad esempio la quantita` 〈Q〉/V
a θL = 0 e` correlata al momento 〈Q2〉c/V riferito sempre a θL = 0, in quanto
entrambi sono calcolati partendo dallo stesso campione originale di dati. Inve-
ce, cumulanti che si riferiscono a valori di θL diversi non presentano correlazioni
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χ(1−6b2 θ 2i +15b4 θ 4i )
Figura 4.6: 〈Q2〉c/V in funzione di θi = ZqθL per il reticolo 124 a β = 6.07. La
curva e` il risultato del fit eseguito con 〈Q2〉c/V = χ(1− 6b2θ2i + 15b4θ4i ).
poiche´ sono ottenuti da configurazioni di gauge campionate con una funzione di
partizione differente. Cos`ı, per ricavare χ, b2, b4 e Zq con un fit globale, abbiamo
calcolato ogni volta la matrice di covarianza e in questo modo siamo sicuri che
gli errori sui parametri siano stimati correttamente.











In questa espressione ~f(θL) e ~y sono due vettori, aventi un numero di componenti
pari al numero totale di dati ai quali si esegue il best-fit. In particolare ~f e`
l’insieme delle funzioni di correlazione connesse della carica topologica riferite
ad ogni θL e ~y denota le nostre osservazioni. Ad esempio, eseguendo un best-fit
89
4 Studio delle proprieta` topologiche in teoria di pura gauge




















dove y1(θL = 0) e` il valore osservato di 〈Q〉/V a θL = 0 e f1(θL = 0) e` la prima
funzione del gruppo di equazioni (4.16) e cos`ı via. Nell’eq. (4.17) e` presente anche




σ21(θL = 0) σ12(θL = 0)
. . . . . .
σ21(θL = 10) σ12(θL = 10)
σ21(θL = 0) σ
2
2(θL = 0)
. . . . . .







Lungo la diagonale della matrice vi sono le varianze relative al primo e al se-
condo momento di Q, mentre fuori diagonale troviamo le covarianze tra i due i
momenti, che abbiamo indicato con σ12. Proprio perche´ non vi e` correlazione tra
dati che si riferiscono a due diversi valori θL, la matrice di covarianza (4.19) ha
la particolarita` di essere diagonale a blocchi.
Per ogni reticolo abbiamo, dapprima, eseguito un fit globale ai dati dei primi
due momenti e poi aggiunto ad essi i valori di 〈Q3〉c/V e infine di 〈Q4〉c/V . Nelle
figure 4.7 e 4.8 riportiamo i risultati dei best-fit globali eseguiti con tutti e quattro
i cumulanti, per i reticoli 124 e 184. Come e` evidente dai grafici, gli errori sui
momenti connessi 〈Qn〉c/V della carica topologica aumentano con n. Su questo
aspetto torneremo alla fine del capitolo. Nella tabella 4.4 sono riportate le
stime dei coefficienti che parametrizzano l’energia libera a T = 0, per tutti i
reticoli utilizzati. Nella prima colonna e` riportato il metodo con il quale vengono
determinati i parametri e abbiamo indicato con:
• f1 + f2 il best-fit ai dati dei momenti 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V
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Figura 4.7: La figura mostra le funzioni di correlazione 〈Q〉/V , 〈Q2〉c/V , 〈Q3〉c/V
e 〈Q4〉c/V per il reticolo 124 a β = 6.07 e il risultato del best-fit globale eseguito
fino al cumulante quarto mediante le (4.16).




























Figura 4.8: Funzioni di correlazione connesse della carica topologica in funzione
di θL per il reticolo 18
4 a β = 6.07. I parametri, χ, b2, b4 e Zq, sono stati ottenuti
considerando i valori dei quattro cumulanti della carica topologica.
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• f1 + f2 + f3 il best-fit ai dati fino al momento 〈Q3〉c/V
• f1 + f2 + f3 + f4 il best-fit globale fino al cumulante 〈Q4〉c/V
METODO L χ2/Ndof 10
5χ b2 b4 Zq
f1 + f2 12 1.39 4.00(3) −0.049(3) −0.0016(6) 0.1535(8)
f1 + f2 + f3 12 1.97 4.02(2) −0.044(1) −0.0010(2) 0.1537(8)
f1 + f2 + f3 + f4 12 1.57 4.02(2) −0.043(1) −0.0008(1) 0.1536(8)
f1 + f2 14 1.03 4.53(2) −0.029(2) −0.0001(4) 0.1528(6)
f1 + f2 + f3 14 1.34 4.55(2) −0.029(1) −0.0004(2) 0.1525(6)
f1 + f2 + f3 + f4 14 1.07 4.55(2) −0.0282(9) −0.0003(1) 0.1525(6)
f1 + f2 18 1.58 4.55(2) −0.025(2) −0.0002(4) 0.1550(6)
f1 + f2 + f3 18 1.10 4.56(2) −0.025(2) −0.0003(3) 0.1550(6)
f1 + f2 + f3 + f4 18 0.97 4.56(2) −0.025(1) −0.0002(2) 0.1550(6)
f1 + f2 22 1.03 4.57(2) −0.025(3) −0.0005(5) 0.1541(7)
f1 + f2 + f3 22 1.08 4.57(2) −0.026(2) −0.0002(4) 0.1541(6)
f1 + f2 + f3 + f4 22 1.56 4.56(2) −0.026(2) −0.0002(3) 0.1542(6)
Tabella 4.4: Risultati delle simulazioni al valore β = 6.07. Riportiamo: le funzio-
ni f (4.16) usate per il best-fit insieme al χ2/Ndof del fit, il lato (L) del reticolo, χ,
i coefficienti b2, b4 dell’espansione dell’energia libera in funzione di θ e la costante
Zq. Questi parametri sono stati ricavati tenendo conto delle correlazioni tra i dati
agli stessi valori di θL, minimizzando la quantita` (4.17).
Dai risultati mostrati nelle tabelle 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 possiamo fare le seguenti
osservazioni:
• Se si calcola b2 mediante best-fit ai dati di 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V , (tabella 4.3),
la precisione della misura migliora notevolmente nei reticoli di volumi 184
e 224, se confrontata con quella ottenuta da simulazioni a θL = 0 (tabella
4.1). Infatti, b2 non risulta piu` compatibile con zero nel reticolo 22
4. Inoltre,
osservando i risultati mostrati in tabella 4.4 si evince che la stima di b2
fornita dal fit-globale fino al momento quarto, risulta ancora piu` accurata
rispetto a quella ricavata dai fit separati con i momenti 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V .
E` interessante osservare che, se b2 nel reticolo 22
4 a θL = 0 ha un’inde-
terminazione superiore al 100%, con i fit unici lo si conosce al piu` con un
errore dell’8%. E` inoltre evidente che b2 diminuisce in valore assoluto al-
l’aumentare del volume. La dipendenza dal volume di questo parametro
verra` studiata nella prossima sezione.
• La stima di b4 rimane ancora un po’ critica, soprattutto nei reticoli 184 e
224, dove e` ancora compatibile con zero. I risultati mostrano che il valore di
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|b4| e` piu` piccolo rispetto a |b2| e questo sembra essere in accordo con la pre-
visione a grandi-Nc, b2n = O(N
−2n
c ), ovvero che i coefficienti b2n decrescono
rapidamente con n.
• Dai best-fit unici, siamo riusciti a determinare la costante di rinormalizza-
zione Zq, considerandola come un parametro dei fit. Possiamo osservare
che i valori di Zq riportati nella tabella 4.4 sono marginalmente compatibili
con quelli ricavati a θL = 0 (vedere tabella 4.2).
Chiaramente, per sapere se il metodo del best-fit sia realmente piu` conveniente
rispetto al calcolo dei cumulanti a θL = 0, bisogna considerare diversi aspetti.
Occorre tenere conto sia di quanta statistica e` stata accumulata su θL = 0 e
su tutti gli altri θL, che dello sforzo computazionale richiesto dalle simulazioni
a θL 6= 0, che e` circa il triplo di quello a θL = 0. Questo vuol dire che, se in
un tempo t vengono estratti N valori di Q a θL = 0, nello stesso arco di tempo
si ottengono N/3 misure a un valore θL 6= 0. E` pertanto lecito chiedersi: se la
statistica di misure a tutti i valori di θL l’avessimo avuta solo con simulazioni a
θ = 0, che errore avremmo ottenuto su b2 usando la (3.12)? Facciamo l’esempio
per il reticolo 224 dove abbiamo riscontrato notevoli differenze tra i due metodi
e riportiamo le nostre statistiche. Supponendo che gli errori scalino come 1/
√
N
e tenendo conto che:
- con N ' 72000 dati a θL = 0 ⇒ σ(b2) = 0.02 (Tab. 4.1)
- con N ′ ' 330000 dati da θL = 0, . . . , 10 ⇒ σ(b2) = 0.002 (Tab. 4.4)
- sforzo computazionale 3 volte maggiore a θL 6= 0
l’errore assoluto su b2, con sole simulazioni a θL = 0, sarebbe
σ′(b2) ' 0.02 ·
√
72000
3 · 330000 ' 0.005 .
L’errore rimane quindi il doppio di quello ottenuto dal best-fit con i primi quat-
tro cumulanti. Ragionando allo stesso modo per gli altri reticoli (mettendo le
opportune statistiche), siamo arrivati alle seguenti conclusioni: per il 124 l’errore
su b2 si dimezzerebbe, quindi il metodo del best-fit non sembra conveniente, pero`
si ricaverebbe vantaggio per tutti gli altri reticoli (anche nel reticolo 184 l’errore
sarebbe il doppio di quello ricavato tramite best-fit).
Da questa analisi e` emerso, inoltre, che il parametro b4 e` compatibile con zero
nei volumi piu` grandi. Cos`ı, per grandi V , abbiamo provato a rieseguire i best-fit
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senza introdurre b4 nelle funzioni dei vari cumulanti, per verificare la presenza di
eventuali errori sistematici su b2. Ci siamo comunque accorti che le stime di b2
eseguite in quest’ultimo modo risultano compatibili con quelle precedenti, entro
gli errori statistici.
4.2.1 Estrapolazione a volume infinito
Dalle simulazioni risulta che il valore di b2 dipende dal volume del reticolo.
Cos`ı, ci siamo chiesti: e` possibile prevedere qual e` il valore di questo parametro
nel limite di volume infinito, a lattice spacing fissato?
Per rispondere a questa domanda occorre capire che forma assumono su b2
le correzioni di volume finito. Pensando b2 come una funzione del volume del
reticolo, si avra` in generale
b2(V ) = b2(V =∞) + F (V ) , (4.20)
dove F (V ) e` una funzione del volume, che va a zero nel limite V →∞. Per quan-
to si sa al momento, non esistono argomenti in QCD che suggeriscono quale forma





, e−c3V (dove c1, c3, c3 sono dei coefficienti) etc. o un’opportuna combi-
nazione di queste. Per studiare questo problema abbiamo elaborato un modellino
e, successivamente, lo abbiamo messo alla prova sui dati a nostra disposizione.
Innanzitutto, ricordiamo che b2 e` per definizione dato dalla seguente espressione
b2 = − 〈Q
4〉c
12〈Q2〉 = −
〈Q4〉 − 3〈Q2〉2 + 12〈Q2〉〈Q〉2 − 6〈Q〉4 − 4〈Q3〉〈Q〉
12〈Q2〉 . (4.21)
Supponiamo adesso che la distribuzione di carica topologica assomigli a una gaus-
siana1 centrata in Q = 0, con varianza 〈Q2〉 = χV . La probabilita` che, fissato θ,
si ottenga un valore di carica Q e` quindi
P (Q) ∝ e− Q
2
2χV , con Q numero intero. (4.22)
Dato che la carica assume valori interi, P (Q) non e` una gaussiana, non essendo
definita su tutto l’asse delle Q. Tuttavia, pensando la probabilita` P (Q) come una
funzione del volume, si puo` dire che:
1 In QCD la distribuzione di carica topologica non e` una gaussiana in quanto i coefficienti
b2n (che misurano le deviazioni da una gaussiana) sono non nulli, come abbiamo visto.
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• se V e` finito, sicuramente P (Q) non e` una distribuzione gaussiana e quindi
il suo momento quarto connesso 〈Q4〉c 6= 0
• se V →∞, P (Q) tende ad una gaussiana e di conseguenza 〈Q4〉c → 0 .
Per determinare il profilo di b2 al variare del volume, abbiamo quindi valutato
numericamente la (4.21) per diversi volumi, assumendo che la carica topologica












Cos`ı facendo abbiamo ottenuto il grafico di Fig. 4.9. Questo grafico mostra










Figura 4.9: I punti rappresentano il coefficiente b2 in funzione del volume V del
sistema. Fissato un valore V , b2 e` stato calcolato numericamente da b2 = − 〈Q
4〉c
12〈Q2〉
assumendo che la probabilita` della carica topologica sia P (Q) ∝ e− Q
2
2χV . La curva
in blu e` il risultato del best-fit, eseguito per volumi V > 15000 con una funzione
di tipo esponenziale f(V ) = a+ be−cV . La linea in verde e` semplicemente il pro-
lungamento della curva ottenuta dal fit e quella tratteggiata in rosso corrisponde
alla retta b2 = −1/12.
che b2 va a zero all’aumentare del volume, come ci potevamo aspettare e che il
trend e` di tipo esponenziale. Abbiamo constatato che la funzione esponenziale
riproduce in modo molto piu` accurato l’andamento di b2 per volumi V > 15000
e la curva in blu in Fig. 4.9 rappresenta il risultato del best-fit con la funzione
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f(V ) = a + be−cV . La curva in verde e` semplicemente il prolungamento del fit
eseguito con l’esponenziale e mette in evidenza le deviazioni della curva reale dei
dati dal trend esponenziale. Da questi argomenti abbiamo dedotto che la prima
correzione, dovuta a un volume finito, sia di tipo esponenziale, ovvero
b2(V ) = b2(V =∞) + be−cV . (4.24)
E` interessante anche osservare che, al diminuire del volume abbiamo trovato che
b2 → −1/12, valore che coincide proprio con la previsione di b2 nell’approssi-
mazione di gas di istantoni. Questo risultato non ci sorprende dal momento che,
considerando volumi sempre piu` piccoli, il numero di istantoni contenuti nel siste-
ma diminuisce, per cui si ha un forte segnale piccato intorno a Q = 0, con qualche
occorrenza di |Q| = 1. Tutti gli altri valori di carica topologica danno contributi
praticamente trascurabili. In queste circostanze, il rapporto dei cumulanti che
determina b2 restituisce proprio −1/12. Questo e` vero anche per tutti gli altri
coefficienti b2n, che nel regime di piccoli volumi coincidono con quelli predetti dal
modello a gas di istantoni.
Tenendo conto dei risultati di questo modello, abbiamo provato a estrarre il
limite termodinamico di b2 con la funzione esponenziale (4.24). Utilizzando i
valori di b2 ricavati con il fit-globale dei primi quattro momenti, abbiamo ottenuto
l’estrapolazione mostrata in Fig. 4.10. La funzione (4.24) riproduce in maniera
abbastanza accurata i dati provenienti dalle simulazioni Monte Carlo e restituisce
il valore b2(V → ∞) = −0.0252(9) a β = 6.07. Le correzioni di volume finito
sembrano essere trascurabili a partire dal reticolo con lato L = 18, che in unita`
fisiche corrisponde a La ' 1.49 fm.
4.2.2 Estrapolazione al continuo di b2
Per concludere il nostro lavoro a T = 0, abbiamo estrapolato b2 al limite
continuo. Per fare questo, e` necessario far variare il passo reticolare, avendo cura
che, per ogni a, le correzioni di volume finito su b2 siano trascurabili.
Nella sezione precedente abbiamo visto che il limite termodinamico di b2 e` gia`
raggiunto con il reticolo avente L = 18 e β = 6.07. Per determinare il limite
continuo, abbiamo assunto che, anche se si cambia il valore del passo reticolare,
le correzioni di size finito su b2 siano trascurabili quando La ' 1.49 fm. Abbiamo
quindi scelto altri due reticoli, in modo tale che il prodotto La sia quanto piu`
vicino possibile a La ' 1.49 fm. Oltre a considerare il reticolo di lato L = 18
e accoppiamento β = 6.07 (analizzato nella sezione precedente), abbiamo scelto
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b2 (V) =b2 (∞) +a ·e−cV
Figura 4.10: In figura e` mostrato b2 in funzione del volume adimensionato V del
reticolo a β = 6.07. I valori di b2 sono quelli stimati dal fit combinato con tutti e
quattro i momenti connessi della carica topologica. Il valore di b2 per V → ∞ e`
ricavato mediante best-fit con un’esponenziale e il risultato e` la curva in blu, che
da` b2(V →∞) = −0.0252(9).
i reticoli aventi L = 15 a β = 5.95 (a = 0.10210(25)) e L = 22 a β = 6.20
(a = 0.06775(24)). I valori dei passi reticolari corrispondenti a questi β sono
stati ricavati nel lavoro [29]. Nella tabella 4.5 riportiamo i valori dei coefficienti
dell’energia libera e di Zq, ottenuti calcolando i cumulanti a θ = 0.
β L 105χ b2 b4 Zq
5.95 14 11.00(5) −0.022(7) −0.009(8) 0.125(2)
6.20 22 1.98(3) −0.01(2) −0.01(1) 0.185(4)
Tabella 4.5: Riportiamo: il valore β dell’accoppiamento di Wilson, il lato adi-
mensionato L del reticolo e i valori χ, b2, b4 e Zq per simulazioni a θL = 0. I
parametri dell’energia libera sono stati ricavati mediante le (3.12) e per Zq si e`
usata l’eq. (4.15). La carica topologica e` stata calcolata utilizzando la (4.12).
Anche per questi due reticoli abbiamo realizzato simulazioni numeriche per
valori di θ 6= 0 e fissato sei valori di θL (θL = 0, 2, 4, 6, 8, 10). Cos`ı, abbiamo
rideterminato tutti i coefficienti dell’energia libera tramite best-fit ai dati dei
vari cumulanti. Per brevita`, riportiamo semplicemente i risultati ottenuti da un
fit globale, eseguito fino ai primi quattro valori di aspettazione connessi della
carica topologica. I coefficienti dell’energia libera e la costante Zq sono riportati
in tabella 4.6. Anche dall’analisi di questi due reticoli si puo` osservare che la
97
4 Studio delle proprieta` topologiche in teoria di pura gauge
β L χ2/Ndof 10
5χ b2 b4 Zq
5.95 14 1.44 11.00(4) −0.028(1) −0.0003(3) 0.1324(4)
6.20 22 1.52 1.95(2) −0.027(3) −0.0004(3) 0.178(2)
Tabella 4.6: Riportiamo: il valore β dell’accoppiamento di Wilson, il lato adi-
mensionato L del reticolo, i coefficienti χ, b2, b4, Zq ricavati tramite best-fit ai
dati dei quattro cumulanti e il χ2/Ndof del fit. Le funzioni utilizzate per il best-fit
sono le (4.16), con Q dato dalla (4.12). Come per ogni fit unico, si e` tenuto conto
delle correlazioni tra i dati.
precisione sia su b2 che su b4 e` notevolmente migliorata. I valori di Zq risultano
marginalmente compatibili. Per ricavare il valore fisico di b2, abbiamo considerato
le stime ottenute da best-fit con i primi quattro cumulanti, visto che queste hanno
in media un errore minore. Dal momento che, quando si usa l’azione di pura gauge
di Wilson, le violazioni di scaling cominciano con a2, abbiamo fittato i nostri dati
con una funzione parabolica, del tipo
b2,lat = b2,fisico + k × a2 . (4.25)
Nella Fig. 4.11 e` mostrato il grafico dell’estrapolazione per b2. Il best-fit ha











Figura 4.11: Estrapolazione al continuo del parametro b2.
restituito il seguente valore di b2 nel limite continuo:
b2 = −0.021± 0.003 , (4.26)
con χ2/Ndof ' 1.27.
Dal grafico e dalle tabelle e` evidente che l’errore su b2, nel reticolo 22
4 a β = 6.20,
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e` molto piu` grande rispetto a quello ottenuto con gli altri due reticoli. Questo
problema e` dovuto alla statistica totale di misure accumulata su tutti i θL, che
nel 224 e` N ∼ 160000, mentre negli altri due e` un po’ piu` del doppio.
Inoltre, dopo aver analizzato tutti i reticoli ai vari β, abbiamo determinato il
limite superiore di b4. I risultati delle tabelle 4.4 e 4.6, suggeriscono che
|b4| < 0.0006 , (4.27)
che e` molto piu` piccolo di quello ottenuto da simulazioni a θ = 0. Osserviamo
anche che questo limite superiore e` piu` piccolo di quello trovato nel lavoro [30].
4.3 Studio a T finita
In questa parte del lavoro abbiamo determinato l’energia libera ad un valore
finito di temperatura e controllato se il modello per l’estrapolazione a volume
infinito si puo` adattare, anche in questo caso, per descrivere la dipendenza del
coefficiente b2 dal volume.
Innanzitutto, abbiamo scelto il lattice spacing e il numero di siti nella dimen-
sione temporale, in modo che la temperatura del sistema sia minore di quella
di deconfinamento. In questo modo ci si assicura che il sistema rimanga sempre
nella fase confinata della teoria. Infatti, simulazioni su reticolo [14] mostrano che




= 1−Rθθ2 +O(θ4) , (4.28)
dove Rθ > 0 in teoria di pura gauge SU(3). Cos`ı, se T e` maggiore della tempera-
tura critica, si incontra, al crescere di θ, la regione di transizione, passando dalla
fase deconfinata a quella confinata della teoria. Dal momento che per T < Tc
l’energia libera e` funzione di θ/Nc, mentre per T > Tc i coefficienti b2n sono ben
determinati dall’approssimazione di gas di istantoni [5], e` lecito aspettarsi che
con il metodo del θ immaginario non si riesca piu` a determinare l’energia libera.
Nelle simulazioni abbiamo fissato il parametro β dell’azione di Wilson al valore
β = 6.173, corrispondente ad un lattice spacing a ' 0.0704 fm e abbiamo scelto
Lt = 10 come numero di siti nella direzione temporale. Utilizzando i risultati
del lavoro sulla transizione di fase nelle teorie SU(N) [24], i nostri parametri
corrispondono ad una temperatura poco al di sotto della temperatura di deconfi-
namento e precisamente a T/Tc = 0.947(3). Fissati a e Lt, abbiamo considerato
sei reticoli aventi volumi via via crescenti, in modo da osservare effetti di volume
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finito sul parametro b2. I reticoli sono i seguenti: 20
3 × 10, 223 × 10, 253 × 10 e
303 × 10.
Il lavoro a temperatura finita procede in modo analogo a quello svolto per
T = 0: per ogni reticolo, le configurazioni di pura gauge sono state campionate
a diversi valori di θL (θL = 0, 2, 4, 6, 8, 10), in modo da determinare i parametri
dell’energia libera sia con simulazioni a θL = 0, sia utilizzando il metodo del θ
immaginario. Anche in questo caso ci siamo assicurati che gli step di cooling siano
sufficienti a ridurre gli effetti di rinormalizzazione e che non vi siano perdite nel
valore della carica topologica. In Fig. 4.12 riportiamo, come esempio, il valore
medio della carica QL al variare dei passi di cooling, per il reticolo 20
3 × 10 e
per tutti i valori di θL. Da questo grafico risulta che la carica topologica rimane
Figura 4.12: Valor medio della carica topologica diviso il volume (adimensionato)
del reticolo in funzione dei passi di cooling per tutti i valori di θL. I dati si
riferiscono al reticolo 203 × 10 a β = 6.173 e sono stati ottenuti mediando i valori
restituiti dall’operatore (3.29) configurazione per configurazione.
stabile man mano che le configurazioni vengono raffreddate e che le fluttuazioni
quantistiche sono piu` evidenti per valori di θL 6= 0 che per θL = 0. Questo lo
si puo` giustificare osservando che il valor medio della carica topologica a θL = 0
deve essere compatibile con zero affinche´ sia preservata la simmetria per parita`.
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Per determinare i parametri dell’energia libera abbiamo calcolato, per ogni
reticolo, il fattore di scala α e ridefinito la carica topologica con l’intero piu` vicino
ad αQc, Q = round(αQc). Utilizzando i valori di Q a θL = 0, abbiamo calcolato
la suscettivita` χ e i parametri b2, b4, ottenendo i risultati mostrati in tabella 4.7.
In completa analogia con quanto trovato a T = 0, la precisione sul coefficiente b2
Ls, Lt 10
5χ b2 b4
20, 10 1.84(2) −0.057(5) 0.00(2)
22, 10 1.99(1) −0.057(4) 0.002(2)
25, 10 2.12(2) −0.049(7) 0.007(3)
30, 10 2.17(2) −0.05(1) −0.00(1)
Tabella 4.7: Riportiamo la dimensione spaziale (Ls) e temporale (Lt) del reticolo
e i valori χ, b2, b4 per simulazioni a β = 6.07 con θL = 0. I parametri dell’energia
libera sono stati ricavati mediante le (3.7) e ridefinendo la carica topologica con
Q = round(αQc).
peggiora all’aumentare del volume del reticolo e b4 risulta compatibile con zero,
salvo che nel reticolo 253×10. Dalla figura 4.13 risulta evidente il vantaggio che si
ottiene nell’usare Q = round(αQc) come stimatore di carica topologica, piuttosto
che semplicemente Qc. Infatti, se la suscettivita` venisse calcolata con la carica
associata alle configurazioni raffreddate, sarebbe necessario eseguire qualche passo
di cooling in piu` per poter raggiungere un plateau netto. Il passo successivo e`
stato calcolare la costante Zq utilizzando i dati delle simulazioni a θL = 0 e i
valori ottenuti dopo 15 passi di cooling sono riportati in tabella 4.8. Anche in
Ls, Lt 20
3 × 10 223 × 10 253 × 10 303 × 10
Zq 0.167(3) 0.171(2) 0.168(2) 0.168(3)
Tabella 4.8: Costante di rinormalizzazione al variare delle dimensioni del reticolo
a β = 6.173 dopo 15 passi di cooling. Ls e Lt sono il numero di siti nelle direzioni
spaziale e temporale rispettivamente. Zq e` ricavata dalla quantita`
〈QLQ〉
〈Q2〉 a θL = 0.
questo caso e` evidente che Zq e` pressoche´ indipendente dal volume adimensionato
del reticolo. Utilizzando i dati delle simulazioni a θL 6= 0 e i valori di Zq della
tabella 4.8, abbiamo poi ricavato i parametri χ, b2 e b4 sfruttando le dipendenze
da θL dei momenti connessi 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V . Cos`ı, per ogni reticolo abbiamo
due stime di questi coefficienti. I valori dei parametri indicati nella tabella sono
stati determinati fermandosi all’ordine polinomiale O(θ5L) per 〈Q〉/V e O(θ4L) per
〈Q2〉c/V . I valori ottenuti sono tutti compatibili con quelli ricavati a θL = 0.
Pur notando che le stime migliori di b2 della tabella (4.9) provengono dai dati
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Figura 4.13: Suscettivita` topologica χL = 〈Q2L〉/V in funzione degli step di
cooling, per il reticolo 203 × 10 a β = 6.173. I dati indicati con un triangolo
sono ottenuti usando l’operatore (3.29), mentre quelli rappresentati con un cerchio
usando lo stimatore Q = round(αQc). Questi ultimi raggiungono il plateau piu`
velocemente.
METODO Ls, Lt χ
2/Ndof 10
5χ b2 b4
f1 20, 10 0.41 1.88(6) −0.08(2) −0.003(4)
f2 20, 10 0.87 1.85(2) −0.067(6) −0.0019(9)
f1 22, 10 0.52 2.03(4) −0.05(1) −0.001(2)
f2 22, 10 1.41 2.00(1) −0.049(4) −0.0009(6)
f1 25, 10 1.22 2.02(5) −0.08(2) −0.005(3)
f2 25, 10 0.76 2.11(2) −0.043(6) −0.0005(9)
f1 30, 10 1.19 2.24(4) −0.04(1) −0.000(2)
f2 30, 10 0.50 2.18(2) −0.042(6) −0.0014(9)
Tabella 4.9: Risultati dei fit ai dati di 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V con le funzioni f1(θi) =
χθi(1 − 2b2θ2i + 3b4θ4i ) e f2(θi) = χ(1 − 6b2θ2i + 15b4θ4i ). L’accoppiamento β e`
fissato a β = 6.173.
di 〈Q2〉c,θL/V , gli unici miglioramenti rispetto al caso precedente (tabella 4.7) si
osservano solo per il reticolo 303 × 10.
Cos`ı, per migliorare la precisione sui coefficienti dell’energia libera, abbiamo
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pensato di eseguire dei best-fit ai dati fino al momento quarto connesso della
carica topologica e di inserire, nello stesso tempo, Zq come un’ulteriore incognita
da ricavare dai fit. Nella determinazione dei quattro coefficienti si e` tenuto conto
delle correlazioni tra i momenti calcolati agli stessi valori θL e sono state usate le
funzioni (4.16). I risultati per tutti i reticoli, a β = 6.173, sono mostrati in tabella
4.10. La notazione della tabella e` la stessa di quella usata a T = 0: la scrittura
f1 + f2 sta per fit ai dati dei primi due momenti 〈Q〉/V e 〈Q2〉c/V , f1 + f2 + f3
per fit globale fino a 〈Q3〉c/V ed infine f1 +f2 +f3 +f4 fino al momento 〈Q4〉c/V .
Dalla tabella 4.10 risulta che, i parametri ricavati con i tre fit globali rimangono
METODO Ls, Lt χ
2/Ndof 10
5χ b2 b4 Zq
f1 + f2 20, 10 0.55 1.85(2) −0.065(5) −0.0019(8) 0.173(1)
f1 + f2 + f3 20, 10 0.51 1.86(2) −0.066(3) −0.0022(4) 0.172(1)
f1 + f2 + f3 + f4 20, 10 0.60 1.86(2) −0.062(2) −0.0017(3) 0.172(1)
f1 + f2 22, 10 0.78 2.00(1) −0.048(4) −0.0008(5) 0.172(1)
f1 + f2 + f3 22, 10 0.73 2.00(1) −0.049(2) −0.0010(3) 0.172(1)
f1 + f2 + f3 + f4 22, 10 1.09 1.99(1) −0.051(2) −0.0012(2) 0.172(1)
f1 + f2 25, 10 1.38 2.10(2) −0.048(5) −0.0011(8) 0.170(2)
f1 + f2 + f3 25, 10 2.06 2.08(2) −0.049(4) −0.0014(5) 0.171(1)
f1 + f2 + f3 + f4 25, 10 1.61 2.09(2) −0.046(3) −0.0011(4) 0.171(1)
f1 + f2 30, 10 0.65 2.18(2) −0.040(5) −0.0012(8) 0.172(1)
f1 + f2 + f3 30, 10 0.78 2.18(2) −0.036(4) −0.0006(6) 0.172(1)
f1 + f2 + f3 + f4 30, 10 0.63 2.18(2) −0.037(4) −0.0008(5) 0.172(1)
Tabella 4.10: Risultati delle simulazioni a β = 6.173 (T = 0.95Tc). Riportiamo:
le funzioni f (4.16) usate per il best-fit, il χ2/Ndof del fit, il numero di siti spaziali
(Ls) e temporali (Lt) dei reticoli, χ, i primi due coefficienti b2 e b4 dell’espan-
sione dell’energia libera in funzione di θ e la costante Zq. Questi parametri sono
stati ricavati tenendo conto delle correlazioni tra i dati agli stessi valori di θL,
minimizzando la quantita` (4.17).
sempre compatibili tra loro e che i valori di Zq sono in completo accordo con
quelli ottenuti dalle simulazioni Monte Carlo a θL = 0. La precisione migliore,
sia su b2 che su b4 si raggiunge combinando l’informazione proveniente da tutte e
quattro le funzioni di correlazione connesse della carica topologica, come e` anche
evidente dai grafici 4.14 e 4.15. Queste due figure mostrano come variano le stime
di b2 e b4 ottenute tramite fit, per il reticolo 22
3 × 10. I primi due valori di b2
e b4 mostrati in queste due figure, sono stati determinati mediante fit ai dati di
〈Q〉
V
(fit con f1) e poi di
〈Q2〉c
V
(fit con f2), inserendo Zq ricavato a θL = 0; per le
tre restanti stime di b2 e b4, anche Zq e` stato ricavato tramite fit, aggiungendo
un momento connesso alla volta. Nelle Fig. 4.16 e 4.17 riportiamo due esempi
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Figura 4.14: Stima di b2 in funzione dei metodi finora esposti, per il reticolo
223 × 10 a β = 6.173. L’errore relativo sul parametro b2 diminuisce se il best-fit
viene eseguito combinando i dati fino al momento quarto connesso.










Figura 4.15: Valore di b4 usando il reticolo 22
3 × 10 a β = 6.173. Utilizzando i
dati del momento 〈Q〉/V , b4 e` compatibile con zero; facendo un best-fit globale ai
dati di tutti e quattro i cumulanti, l’errore su b4 si riduce fino al punto tale che
questo parametro non risulta piu` compatibile con zero.
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grafici di best-fit globali, eseguiti con le quattro funzioni di correlazione connesse
per i reticoli 203 × 10 e 223 × 10.



























Figura 4.16: Nelle figure e` mostrato il risultato del best-fit globale ai dati fino al
momento quarto connesso per il reticolo 203× 10 a β = 6.173. Le funzioni con cui
e` stato eseguito il fit sono quelle indicate nella (4.16). Nel riquadro in alto sono
raffigurate le funzioni 〈Q〉V e
〈Q3〉c





Infine, abbiamo estrapolato il valore di b2 nel limite di volume infinito. Per fare
questo, abbiamo considerato i valori ricavati dal fit globale ai dati dei quattro
momenti e il risultato e` riportato in Fig. 4.18. Come si puo` osservare dal grafico,
anche in questo caso riusciamo a riprodurre il limite termodinamico di b2 mediante
un best-fit con una funzione esponenziale.
Il valore estrapolato e` b2(V = ∞) = −0.038(4). Questa stima e` compatibile
con il valore b2 = −0.03(1) trovato dagli autori dell’articolo [5], i quali hanno
lavorato allo stesso valore di β e con un reticolo 403 × 10.
4.4 Confronto tra i metodi utilizzati
Cosa rende cos`ı diversi (dal punto di vista degli errori sui parametri) il calcolo
dei cumulanti a θL = 0 dal “metodo del θ immaginario” ? Si e` visto, infatti, che
con il primo metodo gli errori sui parametri aumentano notevolmente col volume
del reticolo (anche di un fattore 10), invece se si usa la dipendenza da θ dei valori
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Figura 4.17: Risultato del best-fit globale per il reticolo 223 × 10 a β = 6.173. I
parametri del fit sono stati ottenuti dalle quattro funzioni (4.16).









b2 (V) =b2 (∞) +a ·e−cV
Figura 4.18: b2 in funzione dei volumi (adimensionati) dei reticoli analizzati.
Il valore b2(V = ∞) = −0.038(4) e` ottenuto tramite best-fit con la funzione
b2(V ) = b2(V =∞) + be−cV . Il fit ha un χ2/Ndof = 1.27.
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di aspettazione connessi della carica topologica non si osserva un incremento cos`ı
evidente degli errori. Vediamo dove sta la diversita`.
Poniamo innanzitutto θ = 0 (cos`ı 〈Q〉 = 0) e supponiamo, per semplicita`, che






2χV (con Q variabile continua). (4.29)







Come si vede da questa equazione, ζ e` anch’essa distribuita in modo gaussiano.
Inoltre, la varianza di P (ζ) e` una costante (indipendente dal volume V ) pari a
〈ζ2〉 = χ . (4.31)
Se si estrae un campione di dimensione N della variabile ζ secondo la 4.30, il
valore misurato di 〈ζ4〉c quantifica le deviazioni della “distribuzione campionata”
dalla gaussiana e, a statistica fissata, l’incertezza su 〈ζ4〉c rimane costante in virtu`
della (4.31),
δ〈ζ4〉c = cost. a statistica fissata . (4.32)
Riscriviamo adesso b2 in termini della variabile ζ










Se si estraggono N valori di Q secondo la (4.29), l’errore che si commette su b2 e`
quindi
δb2 = − V
12χ
· cost. , (4.34)
ovvero, a statistica fissata, l’errore su b2 cresce linearmente col volume. Cos`ı, se
si vuole che le stime di b2 eseguite a volumi diversi (V e V
′) abbiano un errore












Nel nostro lavoro, poiche´ la statistica di misure a θ = 0 e` all’incirca costante,
abbiamo infatti ottenuto un errore che cresce in modo lineare con il volume,
come mostrato in Fig. 4.19. Per quanto riguarda la suscettivita` χ, essendo
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Figura 4.19: Errori assoluti di b2 in funzione dei volumi (adimensionati) dei
reticoli 124, 144, 184 e 224, a β = 6.07. Gli errori mostrati in figura sono stati
ottenuti ricavando b2 da b2 = − 〈Q
4〉c
12〈Q2〉 a θ = 0. L’errore cresce in modo lineare
con il volume, come mostra il best-fit ai dati eseguito con una funzione lineare






δχ = δ〈ζ2〉 = cost. (4.36)
resta costante al variare del volume. In effetti, abbiamo proprio osservato che
l’errore che si commette sulla suscettivita` rimane pressoche´ costante cambiando
il volume del reticolo.
Vediamo adesso perche´ gli errori sui parametri sono piu` piccoli se si introduce
un θ 6= 0. Analizziamo separatamente i quattro cumulanti della carica topologica
che abbiamo usato per i best-fit, facendo riferimento alla variabile ausiliaria ζ.
In particolare, determiniamo la dipendenza degli errori relativi dei cumulanti dal





= χθi(1− 2b2θ2i + 3b4θ4i + . . .)⇒ 〈ζ〉 =
√




〈ζ〉 ∼ 1√V .
• 〈Q2〉c
V
= 〈ζ2〉c = χ(1− 6b2θ2i + 15b4θ4i + . . .)
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= 〈ζ4〉cV = χ(−12b2 + 180b4θ2i + . . .)⇒ 〈ζ4〉c = 1V χ(. . . . . .)
δ〈Q4〉c
〈Q4〉c ∼ V .
Tenendo conto delle dipendenze dal volume degli errori relativi dei cumulanti, si
possono trarre le seguenti conclusioni:
- per V piccoli, tenendo conto dello sforzo computazionale richiesto dalle
simulazioni a θ 6= 0, il metodo piu` conveniente per determinare i parametri
consiste nel calcolare i cumulanti a θ = 0;
- all’aumentare del volume del reticolo il metodo del θ immaginario si rivela
piu` efficiente;
- per V molto grandi gli errori sui momenti 〈Q3〉c e 〈Q4〉c aumentano e di
conseguenza l’uso di questi due cumulanti non migliora molto l’informazione
che si ottiene considerando solo i dati di 〈Q〉 e 〈Q2〉c. Questo effetto e` visibile




In questo lavoro si e` studiata numericamente la dipendenza della teoria di
gauge SU(3) dal parametro topologico θ, sia a T = 0 che a T 6= 0. La quantita`
fondamentale da cui siamo partiti e` l’energia libera F (θ), il cui sviluppo di Taylor
in θ = 0 si scrive come





1 + b2(T )θ
2 + b4(T )θ
4 + . . .
]
.
Il nostro obiettivo e` stato quello di determinare la suscettivita` χ, i parametri
adimensionati b2, b4 e la costante di rinormalizzazione Zq della carica topologica
su reticolo. Tutti questi coefficienti sono legati a vari cumulanti della distribu-
zione di carica topologica e per determinarli abbiamo utilizzato l’operatore di
carica topologica introdotto in [37]. Tutti i parametri sono stati ricavati con due
procedure diverse.
1. Tramite simulazioni Monte Carlo a θ = 0: in questo caso le formule a




















con V volume quadri-dimensionale del reticolo. Questo e` stato finora il
metodo piu` utilizzato in letteratura per determinare l’energia libera.
2. Tramite simulazioni a θ 6= 0 utilizzando il “metodo del θ immagi-
nario”: in quest’altro caso i coefficienti di F (θ) sono stati calcolati facendo
best-fit ai dati dei cumulanti 〈Qn〉c/V , calcolati ai diversi θ.
Questo approccio e` stato finora studiato in forma preliminare e applicato
solo a T = 0; in [30] si e` osservato che, per grandi volumi reticolari, esso
fornisce stime piu` precise dei parametri di F (θ). Cos`ı, in questo lavoro
abbiamo cercato di ottimizzarlo, sfruttando l’informazione proveniente dai
primi quattro cumulanti della distribuzione di carica topologica.
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Ci siamo accorti che questi due approcci portano a risultati perfettamente com-
patibili, pero` abbiamo rilevato che la loro efficienza cambia a seconda del regime
in cui si opera. Per capire l’origine di questa differenza abbiamo elaborato dei
modelli matematici che potessero fornire una spiegazione dei risultati trovati.
Sia a T = 0 che a T finita, abbiamo notato che la precisione sulla stima
della suscettivita` rimane pressoche´ inalterata usando i metodi sopra elencati,
mentre si osservano differenze notevoli per i parametri b2 e b4. In particolare,
all’aumentare del volume del reticolo, abbiamo riscontrato che gli errori su b2 e
b4 diminuiscono fino ad un fattore 10 se si utilizza il secondo metodo. Tenendo
conto dello sforzo computazionale richiesto da simulazioni a θ 6= 0 e della nostra
statistica di dati su tutti i valori di θ, siamo giunti alle seguenti conclusioni: per
piccoli volumi reticolari e` piu` efficiente il metodo 1, mentre nel regime di grandi
volumi il metodo 2 si rivela piu` conveniente. E` da notare che, il regime di grandi
volumi include anche quelli minimali per non avere effetti di size finita. I modelli
che abbiamo elaborato, per capire questa differenza, confermano quanto trovato
dalle simulazioni numeriche. Infatti, essi suggeriscono che l’errore assoluto su
b2, se calcolato con il metodo 1, cresca linearmente col volume, δb2 ∝ V e, in
effetti, dalle simulazioni numeriche e` stato osservato proprio un andamento lineare
dell’errore. D’altra parte, abbiamo dimostrato che gli errori relativi dei cumulanti
〈Qn〉c/V (utilizzati nel metodo 2) hanno un’altra dipendenza dal volume; ad
esempio, per 〈Q〉/V l’errore relativo scala come 1/√V e per 〈Q2〉c/V si mantiene
costante. Questi argomenti spiegherebbero perche´, a grandi volumi reticolari, il
metodo 2 risulta piu` efficiente.
Dopo aver studiato le correzioni di volume finito su b2, abbiamo poi estrapolato
il suo valore al continuo, che a T = 0 risulta
b2 = −0.021± 0.003 . (5.2)
Ottimizzare il metodo del θ immaginario ci ha consentito di trovare un nuovo
metodo per fissare la costante di rinormalizzazione Zq e di ottenere un limite
superiore di b4 piu` piccolo di quelli trovati finora in letteratura.
Dato che la nostra implementazione del metodo del θ immaginario si e` rivelata
un metodo migliore per stimare i coefficienti di F (θ), sarebbe interessante conti-
nuare su questa strada per approfondire lo studio sulla dipendenza dal parametro
θ. Sebbene b4 sia stato stimato con maggiore precisione, tale parametro risul-
ta ancora compatibile con zero. In futuro si potrebbe, ad esempio, aumentare
la statistica di misure per poterlo determinare in modo piu` accurato. Questo
consentirebbe di ricavarne il valore nel limite termodinamico e di eseguirne poi
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l’estrapolazione al continuo. Il lavoro svolto in questa tesi, si potrebbe anche
ripetere per teorie di gauge SU(N) con N > 3. E` previsto che, a T = 0, i coeffi-
cienti b2n vadano a zero come N
−2n
c ; cos`ı, sarebbe interessante effettuare un test
di precisione per queste previsioni, almeno per quanto riguarda il parametro b2.
Inoltre, si potrebbero anche raffinare le stime dei parametri b2 e b4 a temperatura
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